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RESUMO

Esta pesquisa apresentama investigagao em situagdes de ensino sobre o eltygtocesso

de complexificagdodo modelo recursivo unidimensiond,,, = f,, + "n N com

n
f,=0 e f =1 a partir da inser¢céo de vaveis e da unidade imaginariaEssa relacéo
recorrente representa e matemat&aituacaeproblema sobrea repoducdo de coelhos
proposta por Leonardo Risoeml 2 0 2constituindo a g°nes.e do
Esta pesquisa teve o objetivo@sudar aomplexificacdo da &uénciade Fibonacci(SF), a

fim de explorar, em situacdes didaticas, as representacbes complexas Messd-sentido,

foi feita uma transposicao didatica do modelo complexo de Fiboramwiderando seus
aspectos epistemologicos, cognitivos e didati®@sa isso, foi feita uma analise no campo
episténico-matematicaatravés da abordagem de propriedades inerentes ao ncodgie<o

de Fibonacci. Inicialmente, com a inser¢cdo de componentes imaginarias e, consequentemente,
do aumento dimensionala recorrénciasdo exploradas relacdes recorrentes uni, bi, itri e
dimensionais para os numeros Gaussianos de Fibonacci, que descréeemoesda SF na
forma complexa. Além do mais, foram discutidas representacdes matriciais e polinomiais na
variavel real e complexa. Nesse repeotovale destacar a classe dadiROmios Bvariados,

os Quaterniong Octonionglefinidos para o MF. A vistdisso, este trabalhioi organizado

de acordo com o percurso metodolégieoEngenharia Didatica (EDanalises preliminares,
concepcdo e analisa priori, experimentacdo e analise posteriori evalidacdo. E, as
situacBes de ensino foram elaboracta® enfoque na Teoridas SituacesiDaticas (TSDe
aplicadasatravés da mposicdo de situacdgsoblema. As situacbes didaticas realizadas
permitiram mobiliza o pensamento intuitivo do estudangéen direcdo ao raciocinio
inferencial, possibilitando a commmsdode determinadas prdpdadesdos Polinbmios
Bivariados e Complexode Fibonacci com énfase saa abordagematricial e polinomial
complexa,da formula variante de Binet e extensdo da SF complexa para indices inteiros.
Finalmentepodese concluir qafoi oportunizado as docentede Matematicaem formacao

inicial, o desenvolvimento dema concepcdo epistemolégica do ensino de Histéria da
Matematica (HM), no que diz respeito a sua relacaonsgca com a epistemologia das
relacbes matematicaSibonacianasevidenciando, assimsua evolucdo numa perspectiva

historica.De fato, alguns alunos manifestaram essa concepcao.

Palavras-chave: Engenharia [Odatica Teoria das Buages Ddaticas Modelo Complexode

Fibonacci.PolinbmiosBivariadosde Fibonaci. Quaterniong Octoniongle Fibonacci.



ABSTRACT

This research presented an investigation in teaching situations about the study of the process

of complexification of the ondimensional recursive model ., =f. , +#_, "n N with

n

f,=0 and f, =1 from the insertion of variables and the imaginary unithis recurrent

relationship represents and mathematicises the problem situation on rabbit breeding proposed
by Leonardo Pisano in 1202, constituting theegas of the Fibonacdflodel (MF). The aim

of this research was to study the Fibonacci Sequence (SF) complexification in order to
explore the complex representations of the MF in didactic situations. In this sense, a didactic
transposition of the complexidonacci model was made, considering its epistemological,
cognitive and didactic aspects. For this, an analysis was made in the epmagthematical

field through the approach of properties inherent to the complex Fibonacci model. Initially,
with the in®rtion of imaginary components and consequently the dimensional increase of
recurrence, uni, bi, tri, and-dimensional recurrent relations are explored for the Gaussian
Fibonacci numbers, which describe the terms of SF in complex form. In addition, aratrix
polynomial representations were discussed in the real and complex variable. In this repertoire,
it is worth mentioning the class of Bivariate Polynomials, the Quaternions and Octonions
defined for the MF. In view of this, this work was organized atiogrto the methodological
course of Didactic Engineering (ED): preliminary analysis, conceptioragurbri analysis,
experimentatiorand a posteriorianalysis and validation. And, the teaching situations were
elaborated focusing on the Theory of DidacBituations (TSD) and applied through the
proposition of problem situations. The didactic situations allowed to mobilize the student's
intuitive thinking towards inferential reasoning, allowing the understanding of certain
properties of BivariatesComplex Fibonacci Polynomials with emphasis on their complex
matrix and polynomial approach, the Binet variant formula and the extension of the complex
SF for integer indices. Finally, it can be concluded that the development of an epistemological
conception of th History of Mathematics (HM) was offered to the teachers of Mathematics,
in initial formation, regarding its intrinsic relation with the epistemology of the mathematical
relations Fibonaccianas evidencjnipus, its evolution in a historical perspective.fact,

some students have expressed this view.

Keywords: Didactic Engineering. Theory of Didactic Situations. Compgtéonacci Model.
Bivariate Fibonacci PolynomialBibonacciQuaternionsand Octonions
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1 INTRODUCAO

A Didatica da MatematicDM) abrange pesquisagpie investigam a existéncia e o
surgimento de possivembstaculos apontadasa constucao epistemoldgica deonceitos
matematicos em situacdes de ensino. Nessa perspectiva, este trabalhe$izdosobre a
evolucdo historica do btlelo de FibonacciMF), com énfase no seu processo de
complexificacdoa fim de transforméo em um contelda ser ensinado.

Nesse sentidoaspectosepistemoldgicos, cognitivos e didaticos sdo considerados
como pressupostoseda pesquisa, que foi organizada escritaconforme a estrutura
metodoldgica da Engenharia Didati@D) de Artigue (1995km complenentaidadecom a
Teoria das Situacd3idaticas(TSD) de Brousseaul@76. Doravante, sera apresentado o
percursoinicial tracado para se realizar esta pesquisa, assm,feitasanalises prévias
fundamentadas na Engenharia Didatica, em seguida, a prabkeneat justificativa da
pesquisasdo discutidask, finalmente,a questdo norteadoraapresentad& os objetivos
gerais e especificos sdo definidos.

1.1 Analises Prévias

De acordo com as concepc¢des de Almouloud & Silva (20829nalises prévias desta
pesquisa foram realizadas com basebia Dessa formaes® processo foi organizacem
duas etapas. Na primeira, frdalizada umaevisao bibliograficasobre a metodologia de
pesquisa, a teoria de ensino &6. Na outra etapa, fdeita umadescricdo da avdagem
didatica e cognitiva da Sequéncia de Fiboné8Ej relativa ao contexto em qe pretendia

aplicar e desenvolver a pesquisa
1.1.1Reviséo Bbliogréafica

Com o intuito dedelimitar a problematigab objeto e objetivodest pesquisa, foi feit
um levantamento bibliografico detigas, dissertagdes livrosque abordana SF, ED e TSD
Nese acervo, destacs® a Dissertacao de Mestragdi®Santos(2017)sobre a generalizacao
da SF através daED. Todavia, este trabalho possui um campo epistémetematico
Complexo definido para o modelo de Fibonacci, representas$im, uma ampliacdo da

abordagem Fibonacciana feita @antos(2017). Dessa formanesta revisdo bibliografica
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podemse destacar dois momentos: um para analise matematica e paraoeflexdo da

metodologiade pesquisateoria de ensino.

No primeiro momento foram pesquisadasiefinicoes, relacbes e propriedades
matematicas inerentes génese eao processo histico-evolutivo com énfase na
complexificacdado MF. Inicialmente foram estidadosos numeros Gaussianos de Fibonacci
através de rel@gs recorrentes unbi, tri e n-dimensionais presentes nos trabalhos de
Berzsenyi (1977)Harman (1981)Pethe &Horadam (1986)Horadam (1993)Koshy (2001),
Ol'iveir &@aiAlav.gs2 08 7)

Em seuida, foi realizado um estudo solar8equéncia Polinomial de Fibonacci (SPF)
abordada nos artigos de Brother (1963oggatt & Long (1974) &Vitford (1977) Além
disso, osPolinbmiosBivariados e Complexos de Fibonacci (PBCF) foram investigados
basena literatura matematicade Hoggatt & Long (1974)Asci & Gurel (2012),Alves &
Catarino (20162017. E, o modelo dd-ibonacci na variavel complexadiscutido ng artigos
de Taskopru & Altintas (20)% Alves & Oliveira (2017).

Ainda sobre o campo epistéco-matematico, foram explorados os Quaternions
Complexos d Fibonacci e suas propriedadiscutidasnos artigos da Matematica Pura, nos
quais podem ser destacados os autdtemilton (1848),Horadam {963;1993), Conway &
Smith (2003),Sangwine, Ell &Biham (2011), Halici (2012;2013), Flaut & Shpakivskyi
(2013), Dray & Manogue (2015pliveira & Alves (2018), Alves (20E.

Além do mais, dram estudados os Octonions fundamenta®mos trabalhos de
Conway & Smith (2003)Pendeza (2006Batista & Satos (2012)Dray & Manogue (2015),
Santos (2016) &arata & Halici (2016). E, numa abordagenactonibnicada SF,foram
usados como refeméias os seguintes autordéedlioglu & Akkus (2014), Savin (2015),
Halici (2015), Ipek & Cimen (2016) e Alves (2018a).

Na segunflar amameadleiiztaurBB esobhB8EBsae cont
dest-aeams Buows ®esadi0 D(Bro76guePdil 9B Mda) oud
(2 0 B Almouloud & Silva (2012) Almouloud (2016)A | v e s a) € QiNal&k6AImouloud
(2018)que i nvestigam as situa-»es de [ENMnsummao s €
abor dageopmeteodaA- gegui r, ser8 feitaiwdmdides

cognitiv8rrsm8quesarida.


https://arxiv.org/search/math?searchtype=author&query=Karata%C5%9F%2C+A
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1.12 Abordagem Didatica e Cognitiva da Sequéncia de Fibonacci

Neste t:-pico, ser8 degaoiti o GdFER modirekdada
t a@m, onde aapbhklsaqaei sche sfeonivot madaf oenatrsra |l F s |
curricular do curso de Licenciatura em Matematicandtituto Federal de Educacao, Ciéncia
e Tecnologia do Ceard (IFgEcampus Fortaleza. Esse curso foi escolhido por oferecer
formacgé&o inicial para professores de Matematlaago, & emerds das disciplinagjue
compdema matriz do curso foram avaliadasfim de selecionar a que melhor se adequasse a
proposta desta pesquiggpoés issofoi definidaa disciplina de Histéria da Matemati@tdM)

para aplicacéo e desenvolvimentomksquisa.

Dessa forma, vale comentar caeélisciplina de HMg obrigafria na matriz curricular
(ver Anexo A do curso de Licenciatura em Matematica. Assim, foi verificado que a @&ment
da disciplina de HMver Anexo B abrange o0s seguintes assuntosorceito de niamero e 0s
sistemas de numeracao; o processo hist@miutivo da Aritmética, Algebra e Geometria; a
biografia dos mateméticos que contribuiram significativamente para esse processo e a Historia

daMatematicano Brasil

Com isso, constatese qie aSF é trabalhdana seca@ue discutea HM no contexto
da Idade Mdia, em que o matematico Leonardo de Pisa propde, na sualebrabbacj o
problema que deu origem a SHém do mais dentreos livros adotadosusualmentecomo
aporte na disciplinde HM e disponibilizados na biblioteca da instituig8estacarse osdos
autores:Estrada, eal. (2000), Eves (2004) e Boyer (2006%ksEs livrosabordam &SF de
forma pouco pormenorizadaentrando a discussdo na biografia de LeonaiganB eno
contexb do periodo histériceem que surgiu dMF. Além disso, apresentam r&lacdo
matematica deecursividademas néo discute as relacdes matematicas oriundas do modelo.
Esas descaontabt pelemictaiepemo bl em8t i va e eastapu goeis

gue 8abp&kaha pr - xi mo t .- pico.
1.2Problematica e Justificativa da Resquisa

Numa vertente historicaugtificou-se a problematec desta pesquisa no fato de que
algunslivros deHM apresentam discussdes superficiais sobre os conceitos mebsneds
relacdes oriundas da SEssa concepcéo é reforcada pbres & Borges Neto (201). Além

do mais,Alves (2017 apontaa e x i s t hiatas ihigtoriab& no ftontexto da HM,
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referentes a definicbesnatematicas Fibonaccianase explica que essesialps séo
caracterizados pela estagnacdo epistemologgesadapelo aparecimento de obstaculos,
durante a construcdo dieterminadosonceitosmatematicos. Assim, a superacdo desses
obstaculos proporciona oquesso histéricevolutivo do modelo matematicque, @ caso

desta pesquisanfatiza acomplexificacdala sequécia generalizada da@bonacci.

Desse mo d o, a r eavpirseseeanrbtaeddain, coey r & fouinmaa a
i nvesti ghementios de ordem epistemolsgecti Ve
hist-rica eSFevDol upornwtao ddhe Vi stsae epimptremanld:
e X1 std°an ceivad lou meoradeecluor si vo uni eémmensieeral ada m
deompl exi fi ca- «onsaeupixdhdiegeg idn Sr i®#da@ i B t em s U
g°hnese nNgor chilteama « @r opost a por Leonardo P

reprodu-«o de coel hos.

Todavi a, a compl exi fa cmr-igmridbe M&t ®r adi da
Pur a, assi m, N«oO C€coOmpourdsoo ad emaltirc ezn cd uartruir cat
Dessa doomma, obtjred fi wromadre e s s e ¢ o nstervsdenassim audm
consi dedddvess ( 26046 r el epr@aing esxsplei @aat qdule, de s
pesqui,saeddueador e smadams§toisc ofsf,en! menoso in
Mat em8ti ca, atrav®s de teori asi dedo§ed £iano nr
contextoseEdptaa@aouf undamameani i daedebuamwa stai g

compl ememi@Ea&rDi.dade

évi sitaea@t pesfqouii snapelt ead@&@gui nte quest «o:
estudo sobre o0 processo gka ec aie |Fadiad n accac-i«,0
a realizar Ssitua-»es di dg8ticas que oportu
prpadi edadedp esewxpl oeamnesaoma- perspmptexa epi

gue diz respeito “ sua origem e evolu-«o hi

Par afios «on, aratligauwnlsa daogthp enetnes»> eda |giogne mo v €
e di d8dsse. senkticdos @9 g masdps ovwisa deost «o apr en
conceitos enat g mg tviethapdza & pensamento intuitivo do aluno em
direcdo ao raciocinio inferencial durante as etapas de acgdo, formulagéo agaealith
resolucdo das situacGpsoblema avaliadacom enfoque na SD. No plano didatico,foi

destacada efetivacdo d&ransposicao didatica das definicbes agéés matematicas também
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com aporte na TSDrais aspectos didaticos e cognitivos sado considerados quando se propde
uma experiéncia desensino do modelo complexo de Fibonacoo Ensino Superior

especificamente na disciplina de HM.

E na dimenséao epistemologica, foram consideradadersentosnerentes a génese
ao processo evolutivo do MF, com énfase na investigaggoocesso de comgtificacdo do
modelo recursivo unidimensiondtinalmenteyessaltanda@ue a disciplina de HM comp@e
matriz curricular do curso deidenciatura em Matematica, busesel com estgpesquisa,
apresentar uma abordagem didatopae oferecess@os professoresed Matematica em
formacéo inicial, uma proposta de ensino que os permita inserir na sua pratica em sala de
aula, especificamente no ensino de HM, elementos de carater histérico e evolutivo numa
perspectivaepistemoldgica das propriedades matematiCamsicerando ese contextoa

seguir,serdoapresentados 0s objetivos gerais e especifies®a pesquisa

1.30Dbjetivos da Pesquisa

Astolfi & Develay (2012)apresentamtac oncep - « 0 ¢eéd sfi @oepsd Dis 0
expressaest relacionada com o fato de queleéerminacaados objetivos estassociada
previsdo de possiveis obstaculos que venham surgir durante o aprendizatosgenceitos
cientificos. Por outro lado, mma vertente a DM, os objetivosgerais e especificosleste
trabalho, sdo definidos consicerando cora pressupostosos elementos de ordem
epistemoldgica, cognitiva e didatiddessa forma, no tépica seguir,0 objetivo gerakera

apresentado

1.3.10bjetivo Geral

Realizar uma transposicdo didatica do modelo complexo de Fibor@ecseja,
deseawvolver um estudo sobre mrocesso de complexificagdo dagsénciageneralizadale
Fibonacci, &m de explorar em situacOes didaticaas representacdes complexas através de
teoremas epropriedadesoriundas do MF.E, assim, oportunizar a compreensédo

desenvolvimento historicevdutivo, isto € epistemologicematematicoda SF.

1.3.20bjetivos EBpecificos
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1. Investigar osteoremas e propriedades inerentass numeros Gaussianos de Fibonacci e
suas relagbes recorrentaglimensionais,PBCF, Quéaernions Complexos de Fibonace

Octonions de Fibonacci
2. Estudamrepresentacfes polinomiais do modeld-tt@nacci na variavel complexa;

3. Explorar, em situac6es de ensinepresetacdes matriciais, a extensao para indices inteiros
e aférmulade Bhnet para @lasse do®BCF,;

4. Apresenta o desenvolvimento histérieevdutivo, isto €, epistemologiematematicoda
SFinerente ao seu procesde complexificacdo, através da proposicasitlac@sproblema

emsala de aula.

Doravante seradiscutidoo aporte teico desta pesquisa, o qual é compqetto MF,
pelaED eTSD, estas duas ultimas saespectivamentenetodologia de pesquisaepria de

ensino
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2 REFERENCIAL TEORICO

O desenvolvimnto de estudos direcionadoB®& ocorreu a partir de 1970 faanca
num contexto historico, no qual estava aeoahdo a reforma da Matematicadérna, além
disso, outros fatos como a criagdoIREM (I nst i t ut de Recherche s
Mathématiques Instituto de Pesgjsa sobre Ensino da Matematieap® xi t o fAdas t
psicologicas de Piaget sobre o desenvolvimento da inteligéncia e a aquisicdo de conceitos
fundament ai s o, contribu2ram para se [BMtabel
AA preocupa-«0 era est udnzatos matempticos bnh rezéadas d e
exigéncia pr - prias do (ALMBDELOUDM2007epmZ5126), devaddo em
consideracao aspectos das dimensdes epistemoldgica, cognitiva e didatica (ARTIGRJE,
p. 98. Assim, o:
Conteudo de conhecimento é des@maomo um saber a ser ensinado, em seguida,
sofre de um conjunto de mudancas adaptativas que o tornam adequado para um
lugar entre os objetos de ensino. O "trabalho” que transforma um objeto de saber

para ensinar em um objeto de ensino é démado de trasposicdo didatica
(CHEVALLARD, 1998, p.45).

Dessa forma, Pais (2002, p. 9) explica que o estudiiasta inteiramente associado

as nocbes de conceitos, pois nesse sentido, psdeoompreender problemas que sao

apontados na construcao epistemologms abnceitos mateméaticos e dos conceitos didaticos,

quando considerados no plano pedagdgico. Além disso:
A didatica da Matematica é uma das tendéncias da grande area da educagédo
matematica, cujo objeto de estudo é a elaboragédo de conceitos e teorigamue se
compativeis com a especificidade educacional do saber escolar matemético,
procurando manter fortes vinculos com a formacao de conceitos matematicos, tanto

em nivel experimental da pratica pedagdgica, como no teortEdrico da pesquisa
académicgPAIS, 2002, p. 11).

A seguir sera discutidaa ED em complementaridadeom a TSD, assiimcomo os
elementos de ordem epistemoldgica, cognitivdidéticanuma vertente francesa @M, a
fim de compreender como tais aspectos estdo inseridos e como intereEocesso de

ensino da Matematica.

2.1A Engenharia Didatica e a Teoria das Situacdes Didaticas

A ED teve sua génese no iniai® 1980 no contexto DMPais(2002, p. 100) explica
que o term ED faz refer@cia ao trabalho do pesquisad@stabelecendamacomparacéo

com o trabalho de um engenheiro quanto aos momentos de concepc¢ao, elaboragdo e execucgac
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de um projeto arquitetbnicesendoessauma trajetorig semelhantmente tracadapor um
pesquisador na area de didatica, que assiimoo engenheirdgambémprecisa de um modelo

tedrico para implementar o seu projeto

Artigue (1995, p. 387) descrevea ED como uma proposta de metodologia
experimentatom enfoqueem situag¢des de ensino, com énfase na sala de aula, onde se podem
realizar guacfesdidaticas,nas quaisé observado e analisado o processo de ensino e
aprendizagenDessa formasegundo Almouloud (2007, p. 17Bssa metodologia permite o
professor, enquant o pesqui ampdsguisas qieestudanuoa s |
processos de ensino aprendizagem de um dado objeto matematico e, em particular, a
el abora-«o de g°nesis artificiais para um d

Além do maisAlves (201®, p. 70) relata que a pesquisa, fundamentada nada ED, é
organizadaem duas categoriasa microengenharia que investiga especificamente a
complexidade dos fenbmenassociads a sala de auka amacroengenharia, questudaas
Adi fi cdelordeandretodoldgica e/ou instituciomais i n eao procéssosde ensind

aprendizagem.

Dessa forma, atentande para ofato de que as pesquisddm sua fase de
experimentacdo em sala de autkmmmer (2013, p. 22)rientaque as questdes serem
exploradas ensala de aulajgevem sepropostas como situa¢cépsoblema que conduzan o
processo de aprendizagem e permitam @peofessorinstigue a criatividade a autonomia
dos alunos na formulacdo de estratégias de solucfsdo como pressupostageus
conhecimentos prévioAssim:

As escolhas locais estéo articuladas com previsdes a respeito do comportamento dos
alunos. Ao lsmo tempo em que explicamos como se vai tentar desenvolver um
controle das relagbes entre os sentidos dos comportamentos dos alunos e as
situacdes didaticas propostas, formulamos hipéteses que serdo comparadas com 0s
resultados finais, contribuindo paralidacdo da Engenharia. Procuramos deixar
claro, nas setas do Mapa da Engenharia, que, cronologicamente, tomar decisdes e
formular hipéteses sdo agbes simultdneas. Antes do Plano, as hipGteses estdo

implicitas. Tornanse explicitas e verbalizadas apés dindamento do Plano de
Acdo, quando se tem idéia do tq@ARNEIRO, 2005, p. 103).

De acordo com aoncepcaale Pais (2002, p. 101), a ED € um sistema organizado em
quatro fases consecutivas: analises preliminares, concepc¢éo e apéiise experimentgdo
e analisea posteriorie validacio E validoacentuague aexperimentacédesh pesquisa teve
enfoque n& SD a fim demobilizar o pensamento intuitivo do aluno em dire¢éo ao raciocinio

inferencial durante a cotmacdo de conceitas relagcbes matemass.
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Além disso, Pommer (2013, p. 21) descreve que durante a amddrgeri, temsea
possibilidade de prevey comportamento dos alunos na situacdo didéatica (experimentacéao)
Para isso, € necessario escolher as variaveis didatieasantes, que vao riear os alunos
durantea construcdo de possiveis estratégias de solu¢cdo. No momento dasapaditeior|
é feita uma comparacédo entre os objetivos definidos e o desempenho dos alunos na situagéo
de ensino, a fim de validar as hipéteses didagstabéecidas.

Numa vertente francesa, Pais (2002, p. 99) acentua que essa metodologia de Artigue
(1995) possibilita organizar um percurso para se realizar uma pesquisa centrada no ensino de
Matemética, najual se pretende investigar meillo entre teoria e ética sem reduzir seus
significados dimensionais.Por conseguinte, serdo discutidos aspectos de ordem
epistemoldgica, cognitiva e didatica, a fim de compreender a articulacdo entre essas

dimensdes com as etapas da ED.

2.1.1Anélises Reliminares

Almouloud & Silva (2012, p. 26) explicam que nas andlises preliminares sao
realizados: um levantamento bibliografico sobre os conceitos matematicos que se pretende
i nvestigar, uma fan8lise epistemol -gica do
alunos, difculdades e obstaculos, e andlise do campo das restrices e exigéncias no qual vai
sesituare f et i va r e alSeguade Rais (2002,0p8101), @ aelievante que se faca
uma descrigo das dimensdes epistemologica, cognitiva e didate@ntes ambjeto de
pesquisa, fundamentande em um quadro tedricéd\lém do mais, acentuse que

Nesta analise preliminar é feita uma revisdo bibliogréafica envolvendo as condicdes e
contextos presentes nos varios niveis de producdo didatica e no ambiente onde
ocarera a pesquisa, assim como uma analise geral quanto aos aspectos-histérico
epistemolégicos dos assuntos do ensino a serem trabalhados e dos efeitos por eles

provocados, da concepcao, das dificuldades e obstaculos encontrados pelos alunos
dentro deste cdaxto de ensinPOMMER, 2013, p. 23).

Nesse sentiday conceito déiobjetivosobstaculos é discutido poAstolfi & Develay
(2012, p. 589), que indicam a necessidade de definir algumas finalidagdesdo se
pretenddrabalhar certosonteaddosiuma situgdo de ensino. Desse modsses objetivos sdo
determinadogpartindo da previséo e idealizacdo processo, no qual os alunos poderao ter
dificuldade de atender a meta propastaresolucdo dema situacagroblemaEnquano, os

obstaculos sdas dificuldades apontadasa construcdo de um conceito cientifiéssim,
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essesautores explicam que d®bjetivosobstaculos serestringen a selecdo de objetivos a

partir daidentificacdodos obstaculos epistemolégicos e psicoldgicos.

A vista disso, os elementos dedem epistemoldgicapresentanrelevancianuma
pesquisa no ensino ddatematica através daanalise epistemoldgica MfaM. Para isso, é
valido compreender a epistemologiamm uma teoria do conhecimentjue segundo
Almouloud (2007, p. 149)abrange um egtdo sobre a composicdo dos conhecimentos
cientificos, assim, considerando sua origem histérica, sua reconstru¢cdo mental em cada sujeito
e seu comportamento em determinadas fases da conddmugaber cierfico. Dessa forma:
[...] a didatica da mateméticeongrega conceitos de diversas disciplinas:
matemadtica, epistemologia, linguistica, psicologia, sociologia, ciéncia da educacao
etc. A particularidade da didatica em relacdo a essas disciplinas se encontra na

dimenséo epistemoldgica de sua problematice, epnsidera a especificidade dos
conhecimentos em jogo (ALMOULOUD, 2007, p. 149).

Assim, os saberes matematicos sdo analisados epistemologicamente, a fim de
compreender 0s seus elementos histéricos, priorizando os conceitos matematicos. Quando se
traballa numa metodologia de ensino tradicional, a Matematica é apresentada com certo rigor,
OU seja, 0S Sseus conceitos e suas nocdes sdo apresentados como verdades absolutas. N
entanto, na analise epistemoldgica, ma possibilidade de invesigesses conites
fundamentais, isto é, de questidnd. Almouloud (2007, p . 152) desbsaca ¢
problemas de fundamento ndo sdo sempre 0s primeiros a ser estudados em matematica. Pol
exemplo: os fundamentos tedricos da analise foram estudados depois dedéatilzmcao
dos conceitos como ferramentas para@s ol u- « 0o de probl emaso. Al

A analise epistemolégica apesa no desenvolvimento histérico do conceito. Assim,
permite identificar as diferentes concep¢fes sobre um determinado objeto, como
tamkm permite agruplas em classes pertinentes para que se possa fazer uma
analise didatica. Esse tipo de analise pode auxiliar o pesquisador em didatica da
matematica a entender melhor as relagdes entre 0os objetos matematicos e controlar

as variaveis did&tas relacionadas com o processo de ensino e aprendizagem de tais
objetos (ALMOULOUD, 2007, p. 156).

No ambito daDM, a andlise epistemoldgica tem o propésito de investigar a origem do
desenvolvimento da Matematica, enquanto conhecimento cientifico, pelongerceber a
existéncia da diferenca entre o saber cientifico e o saber que se pretende ensinar. Nesse
sent i wroeno efistémico pelo qual transitamos necessita de vigilguigtendo em
vista suanatureza, obstaculos e entravesijtas vezes inansponiveis, podem surgir. E, nesse

contexto é que falamos de um obstaallp i s t e m@LVES 20&6 19.137).
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Nessa perspectiva analitica, o pesquisagior DM pode apontar os possiveis
obstaculos, classificanems em dois grupos: um que abrange asudades desnsinoe
aprendizagem dos conceitos matematicos e o outro grupo composto por batréisesas
do desenvolvimentodo conhecimentocientifico. Dessa maneira, 0s obstaculos néo
representam a auséncia do conhecimento, ao contrario, elesadestd existéncia do
conhecimento, que se encontra imobilizado e resistente a mudamfasrailacoes de seus
conceitos. $so ocorre, segundo Pa)02, p. 39)porque ha pessogsieacreditam que essas

t ransf or nameagam s esiabilidade iftlsal de quem detém o conhecimento

Por outro ladono contexto da epistemologia da cién&achelard (1996, p.22) indica
qgue o historiador da ciéncia deve compreendaedeiascomo se fossem fatos, enquanto, o
epistemologo deve compreender os fatosaemfossendeias assim, incorporandas a um
conjunto de pensamento, de modop egnusea meon toobos,t
se originou a partir da hermenéutica errénea dos fatos, o que para o historiador continua sendo

apenasim fato.

Em outra palavras, Bachelard (1996, p1® ) af i rma que A0 conh
pelo esforco cientifico pode declingr..] A partir dai, a atividade espiritual se inverte e se
bl oquei a. Um obst8culo epistemol -gico se
Analogamente no contexto da epistemologia da Matematipadese entender que o0s
obstaculos epistemoldgicos exercem uma funcdo importante no que diz respeito ao processo
histdérico e evolutivo do conhecimento, porém eles sdo ignorados explicitamentd) gaan
discute o saber ensinado e/ou aprendido (ALMOULOUD, 2007, p. 139).

Além do mais, quando se busca compreender o conceito de obstaculos
epistemologicos, tomando como referéncia o desenvolvimento dos conceitos matematicos, se
faz neessario levar em osideracéo axisténcia de dois processos distintos: o primeiro, que
esta associado a fase inicial da descoberta das nocdes e concepcfes matematicas, e o segund
que se refere a forma (redigida), na (gealepresenta os conceitos construidos. Com iss0, n
contexto da Matematica, pode dizer que os obstaculos surgidos durante a producédo e
aprendizagem do conheci ment o, di ficiliuaente
0S avangos, retrocessosyilas e erros cometidos na etapa em que asatorgs sao feitas
pelo matematico, praticamente, desaparecem no resultado final apresentado pelo texto
cientificoo (PAIS, 2002, p. 41)
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A vista disso, os obstaculate origem epistemoldgicado aspectos peculiares do
saber, desse modo, pese apontar commum obstaculo, a dificuldade que os matematicos
manifestam para compreender e construir determinados conceitos. Almouloud (2007, p. 139)
apresentacomo exemplo, a situacdo na qual se desenvolveu o estudo da probabilidade, pois
d u r a o desenvélvimentala teoria das medida e teoria da integra
continuas representaram uma barreira que impRdial e Lebesguelesenvolverem esse
conceito. Nderanesertidemniificados difiepsos paradoxos famosos gracas a esse

obstaculo, tal como paradoxo de Bertraf .

Pais @002, p. 48)atenta para o fato de que o espide vigilanciaé indispensavel na
generalidade, pois como a ciéncia esta sempre em busca de generalizar suas teorias, a
generalidade pode se tornar um empecilho na constrdgdaonhecimento cientifico.
Entr et antéanica da inducdo hatematica ndo se baseia em uma ldgica indutiva. A
observacéo de casos particulares ndo serve para fundamentar uma demonstracama)o maxi

pode sugerir uma conjecturao.

Vale ressaltar ue, a sequéncia adotada numa generalizacdo epistemoldgica de um
conceito matemético, se inicia em caso especifico, desse mddia deve ser conjecturada
a partir de casos particulares e por meio de um lento processo que envolve indagacoes,
reflexbes, a&ncos e retrocessos, culminando em uma demonstracdo como sintese da
elaboracéo do saligfPAIS, 2002, p. 49)

Alves (201@€, p.139) aponta csistema simbdlico notacional como uimcidente
caracteristico simbolico ndM, que atuou com um obstaculo no desdvimnento evolutivo
dos conceitos matematicos. Isto é, o uso de certa representacdo, quando observada numa
perspecti va eupenfatize onaohtextg decresglucdd de problemas, podera ser
mais eficiente ou menos eficientemente incorporada aon@aio individual e privado dos
sujeitos em situa- «ogquebepascepedagbgicoma, compr ee
[...] vale a adverténcia do carater epistemolégico que reside em imprimir ao
raciocinio do estudante, o carater monossémico e inferencial, catamiedas
teorias formais. [...] Assim como os teoremas e as teorias fundantes, que conferem
seu car 8ter de certeza, S e mostram ent |

concepcdes e saberes que ndo sdo negligescipela Didatica da Matemética
(ALVES, 2016c, p. 140141).

! paradoxo d Bertrand: Dado um circulo com um triangulo equilatero inscrito, quando se considera uma corda
qualquer, qual a probabilidade dessa corda ter comprimento maior que o lado do tridAngulo? Esse paradoxo
apresenta um problema que admite véarias solugfes, @ quimcipio prove contraditorio. E, isso acontece
devido as diferentes interpretagdes feitas do enunciado do problema.
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Por conseguinte, pafais (2002, p. 45p evolucédo histérica e epistemoldgica de um
conhecimento cientifico ocorre quando se tem uma ruptura epistemoldgica com os saberes
antigos, que até entdo permaneciam intactos na ciéesse setido, Bachelard (1996, p.

22-23) explica que o epistemologo deve compreender o0s conceitos cientificos como
resultados psicolégicos efetivos e progressivos, além de reldo®magoutros, no sentido de

gue 0s conceitos sdo originados a partir de outrascce i t 0 S . |l sso per mit
eficacia epistemoldgica. O pensamento cientifico vai logo aparecer como dificuldade vencida,

como obst8culo superadoo.

Emboraa nogcdo Bchelardiana tenha influenciado Brousseau na concepc¢do de suas
teses, as nocdeke obstaculo epistemoldgico propostas Pachelard e Broussealiferem
significativamentePois para Bachelard, a Unica area de conhecimento que nao apresentou
obstaculos epistemoldgicos foi a Matemataa maneirague a nogcao sé se aplica as ciéncias
naturais (experimentais)Assim, a concepcao de Brousseau de obstaculo parte das
consideracfes de Bachelard, porémnspirada e influenciada por outras questdes, como as

de ordem didaticees quaisndo sao consideradas por Bachelard.

Nesse sentido,Brousseau (1976) discute os aspectos cognitivoslos sujeitos
envolvidos no processduscando compreendeomo eles se comportam quando estdo em
contato com o conhecimento matematico de origem epistemqglogica seja, um
conhecimenta priori ndo escolarParaisso, parteda apresentacdo dos obstaculos de origem
ontogéica que segundoBrousseay1976,p. 108) i s « & que gaoriginam devido as
limitagcBes neuropsicolégicakm sujeito nanomento do seu desenvolvimenéte desenvolve
conhecimentos apropriaslo a 0 s me i Al&n disso,maetcansiderar que:

A epistemologia genética coloca em evidencia 0s estagios, as acomodagfes e o
processo de assimilacdasgimilations),que as vezes, se assemelham as etapas de
desenvolvimento dos conceitos pela leirdgulacdo que os fazem aparecer, e que

diferem da natureza exata das limitacbes que determinam essa regulacdo
(BROUSSEAU, 1976, p. 108)

Numa abordagem genética, os obstaculos psicolégicos sdo apontados quando o
individuo se depara com determinados agysend processo de aprendizagem, 0s quais negam
suas concep-»es intr2nsecas ou Ainduz uma
l6gica matemética ndo & logica da vida do diad i §AAMOULOUD, 2007, p.144).
Todavia,Pais 002, p. 4445) comenta que osbstaculos epistemologicos t&ma génese na
dimensaohistorica, cultural e social, dessa forma, pséerelaciondos a aprendizagem do
individuo, poisamai or i a del pebo in@gindrio dansajdita cognitivo. Nesse
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sentido, as dificul ad e s i n e imaginar® scogrativd  fidaprendizagem dos

conhecimentosnpedem o avanco da Ciéncia.

Na visao dePais 002, p. 4344), a concepcao de obstaculggistemologice surgiu
dento do contexto historico e ciefito da pedagogia, por iss@, valido denominar os
obstaculoxomodidaticosque por sua vez, sdo considerados como conhecimentos que estao
intelectualmente estagnados, dificultando a aprendizagem de conteludos escolares. Desse
modo, como &M pretende investigar o0 processo evolutioseus conceitos, entdo, ela deve

abranger em sua analise os obstaculos ndo somente em seu aspecto histérico e externo.

A DM tem o objetivo de averiguar como se pode fazer a transpadiddiicados
conceitos mematicos para a area de ensirepeendizgem, no entanto, é necessario que se
compreenda o modo como se organiza 0S conhecimentos e como as novas concepcdes Sac
inseridas na estrutura cognitiva do aluno. A chegada dos novos conceitos permite apontar o0s
possiveis obstaculos. Além disdeais 002 p. 55) apresenta os conceitos como sendo
nocdes gerais e abstratas, que sdo desenvolvidas em um determinado campo especifico de
conhecimento, para produzir a caracteristica intrinseca de um grupo de objetos e situacdes

problema articulados com aspectosdib-a-dia.

Assim, na concepc¢do de Almouloud (2007, p.-142), os obstaculos didaticos
surgem na transposicao didatica, podendo ser apontados, durante a aplicacdo da metodologia
de ensino adotada jpeprofessor, quando se trabalisconceitos matemadss, cuja validade

€ guestionada. Obstaculos desse tipo podem ser observados na seguinte situacao:

Por exemplo, a apresentagéo atual dos decimais no nivel elementar é o resultado de
uma longa evolucéo no contexto de uma escolha educaaiidettique feita pelos
enciclopedistas seguida por convengdo]. Dada sua utilidade, os ndmeros
decimais seriam ensinados o mais rapido possivel, associads sasstema de

mesura e em refaméia as técnicas de aplicagdo em um todo. Assim, hoje, os
decimais sdo, pams al unos, fiinteiros naturais co
Ainaturai so (com uma vzZrgul a) e medi da.
mecanizagdo do aluno, ira criar obstaculos até o D.E.U Garacteristico que o

principal fator de discriminacdo dos ass em um questhario recente (IREM de

Rouen) seja calculo que envolve tanto decinta@imoos produtos de uma poténcia

de dez. Assim, é a compreensdo megtaadefinicdo dos decimais que explica os
comportamentos dos alunos. Mas, atualmeesseobstaclo tornase, as vezes,

didaticoe sociocultura(BROUSSEAU, 1976, p. 108)

A vista dissoAlves (201@&, p.141) acentua que no plano de ensino, o docente deve

trabalhar a compreensédo de conceitos matematicos, ndo apenas no que diz respeito a sue

2 Primeiro periodo densino superior
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naturezaendgena, mas tamb®m a sua paditdaswvi@édnoasea di
idiossincrasias particulares que proporciona ao aprendiz a origem de um repertorio amplo de
situacbegproblema queo permitam explorar e, paulatinamente, elaborar e reelaborar

constru-»es e model os mentais de a-«o0o efi ca

Numa dialética da aprendizagem, Alves (2016.143) relata que o aluno organiza
dois tipos de esquemas mentais para resolver oistigae uma determinada situagdo
probl ema, o pr i meoiporamcorpustericongasidularadefibidal piios a d
pelo expert e, relativamente ao qual, o estudante esta autorizado a desenvolver/elaborar suas
infer°nciaso. Enquant o, 0 segundo esquema
intrinseco do aluno, oseja, no atributo de dificil explicacdo, porém, ele se tpemeeptivel
quando o individuo rdra em acdo diante da situagi#foblema,a fim de resolvéa. Essa

estrutura de raciocinio compde 0 que se conbec®mpensamentmtuitivo.

Dessa formaPais(2002, p. 44)destaca o fato de que os obstaculos, de modo geral,
tém sua origem na intersecc@ainvestigacdo nalimensdo intrinsecaa Ciéncia e da
Didatica, formando um ambito favoravel para se discutir o ensino de Matematica. Nesse
sentido,0 ensino @ Matematicaabrangeaspectos &l carater epistemoldgiados conceitos
matematicose ontogénicoglos individuos que anstrem esse conhecimento, partindo de
uma transposicao didaticasto é, a transformacdo do conhecimento dientiem um

conteudo escolar

Nessa vertente didaticBais 2002, p. 69xplicaque o desenvolvimento cognitivo do
aluno, ocorre no momento em que o0 sujeito percebe a diferenca entre o saber e o
conhecimento. O saber possui natureza historica e impessoal, enquanto, o0 conheeimento
manifesta quando o alunooéientado a usé em situacdeproblema. Almouloud2007, p.
32Jacentua qgue essa s iepisteanolegia coastritigsta deeRiaget | 0 @ a d
que diz respeito ao aspecto biolégico, que peraoténdividuo partipar do processo de
aprendizagem através da adaptacéo. Além disso:
Os obstaculos de origem epistemolégica sdo aqueles que ndo podem e ndo devem
escapar do fato de seu papel constitutivo estar no conhecimento alvejado, eles
podem ser encontrados na histadias préprios conceitos. Isso nao significa que

devemos muiplicar os seus efeitos odevemos reproduzir na escolailfeu) as
condicdes higtricas em que nés os derrotaniBROUSSEAU, 1976, p. 108

Desse modoRais (2002, p.69-70) comenta que a adagéo é uma habilidade que o

aluno desenvolve a partir de seus conhecimentos préviosdajestdo diante de uma
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situacaeproblema. Esse contexto serviu como inspiracao para Brousseau foamiGid

d e s t a armampraximécédo com os chamados esquemasiialagdo e acomodacéo, que

foram descritos inicialmente por Piaget As s i m:
O projeto de aprendizagem, com base no estudo do desenvolvimento do
conhecimento em termos de obstaculos, difere significativamente da concepcao
convencional, especialmente enlagdio a funcdo e organizacdo das situacdes

problema. E isso, especialmeniesde que a questdo desempenhe papel
fundamental no proces$BROUSSEAU, 1976, p. 108)

O dominio de contetdo e a experiéncia do professoiasdres fundamentais para que
ele possa selecionar ouadlorar um conjunto de situacgm®blemarelacionads com os
conceitos matematicague se pretende trabalhar. As questdes propostas devem permitir um
avanco na aprendizagem. Para isso, € necespégi@ docente adote uma metodolodga
ensino quepossua uma estrutura composta por elemerdssdimensdes epistemologica,
cognitivae didaticae dé condicBes ao professor de prever a acdo dos alunos, gestedse

deparam com a situacdo apresedatzelo professofALVES, 201&, p.145).

No proximo topico sera discutidaa fase deED referente & concepgdo e anakse

priori, tendo como pressupostd aD.

2.1.2Concepcéo e Analise arpri

Na concepcédo e na analaseriori, sdodefinidasasvariaveis que compdem o sistema

de ensino e qusdo relevantes nunstuacdo didaticaConformeAlmouloud & Silva (2012,

p. 26),0 professopesquisadodeveselecionacertonimero de varidveis de comandendo

microdidaticas ounacralidaticasa fim deexploralas numa situacao de ensifara nortar

a definicdo das variaveis, dese:
A Descrever as escol has -dsevettwmente oomag v e |
sele¢Bes globais) e as caracteristicas da situacédo adidatica desenvolvida;
A Analisar o que poder i aoalse am funedmdas o g o
possibilidades de acao, selecéo, decisdo, controle e validagdo que o aluno tera
durante a experimentacao.
A Prever campos de comportamentos poss?2\
permite controlar seus significados e asseguparticularmente, que se tais

comportamentos esperados ocorreram, € por consequéncia do desenvolvimento
visadopela aprendizagef®LMOUL OUD & SILVA, 2012, p. 27).

Aléem do mais, nessa fageprofessoipesquisador deve ter internalizado que existe a
possibiidade de transformamm conhecimento cientifico em umonteldo que possa ser

ensinadce, também devem ser elaboradas hipoteses didaticasas situagbeproblema, as
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quais séo definidas pédmouloud (2007, P. 174gomo questbesubjetivag objetivas cuja
funcdo inicial é implicita e no decorrele sua solugéo, torss® expltita de conceitos
matematicosAssim:
Essas situacdgsoblema devem permitir ao aluno investigar e distingaminhos
para resolver problemas, adquirir novos conhecimentos/saber estratégias de
resolucdo. Essas situacmeblema devem auxiliar o aluno na construcdo de
conhecimentos e saberesno desenvolvimento de habilidades, como, por exemplo,

saber ler, interpretar e utilizar representacdo matematica em demonstracbes de
propriedades e teoremas €LMOULOUD, 2016, p.113).

Numa perspectiva metodoldgica de ensin@M se referencia &SD desenvolvida
pelo francés Guy Brousseattssa teoriabrange tréslementos principais: o aluno, saber e
meio (milieu), com o propds de estudar como tais elementoseragem entre siPor

conseguintea TSDsera apresentad

2.1.3A Teoria das Situacdes Didaticas

A TSD se caracteriza como um conjunto de situacdes queladoradas para fins
didaticos e, quando aplicadas em um coxtte escolar, tém como objetivo investigar o
comportamento dos al unos. RO objeto central
mas a situacdo didatica na qual sdo identificadas as interacbes estabetenidpsofessor,
al uno EALMOADOD,R007 p. 3:32).

Além disso,Almouloud Q007 p. 39 explica que nessa teoriapilieu € um conjunto
exterior ao alunogue age no sentido oposto ao sigieiisto €, omilieu atua como um
conjunto adidatico, que nao possui propositos didaticos, tamten por meio de um efeito
retroativo a acdo do individuo, possibidaa participar ativamente do processo de ensino
aprendi zagem. Nesse sentido, Asegundseaa t e

~

ummilieunuma situa-«0 n«o did8ticao.

Almouloud Q007 p. 37 apresenta trés tipos de dialéticas, que séo originadas a partir
das situacdes em que se analisa 0 comportamento pelo qual se articula o saber em jogo com o
miliey, assim,térs € as seguintes di al ®t i auamsa:toméda deo ¢c a s
deci s«o, trocas de informa-»es numa | ingua
isso, podese compreender qUET&D tem o proposito de analisar os aspectos que influenciam
no processo densino eaprendizagem, além de ofereseipote ao proéssor para elaborar,

realizar e analisaituacdes didaticas. Desse modo, pseleonsiderar que:
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Uma situacao didatica é formada pelas multiplas relagdes pedagoégicas estabelecidas
entre o professor, os alunos e o saber, com a finalidade devoleseratividades
voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um contelido especifico. Esses trés
elementos componentes de uma situacdo didatica (professor, aluno, saber)
constituem a parte necessaria para caracterizar o espaco vivo de uma sala de aula.
[...] Por outro lado, esses trés elementos ndo sdo suficientes para abarcar toda a
complexidade do fendmeno cognitivo, dai a vinculacdo que fazemos entre tais
situacdes e outros elementos do sistema didatico: objetivos, métodos, posicdes
tedricas, recursodidaticos, entre outros. Um dos desafios da didatica € que cada um
desses elementos recebe influéncias diretas da fspede do conteldo em
questaqPAIS, 2002, p. 6%6).

E valido discut mais especificamente as nocds situagdes didaticas e adlidas,
pois o milieu, gue cont®m as dAvari 8veis did8gticas
didatica. Sendo essas variaveis responsaveis por proporcionatéga de ensin@
aprendizagenfALMOULOUD, 2007, p. 3. Pais (2002, p. jlesclarece quena situacao
didatica, ocorre a andlise das situacfes adidaticas, as quais nao estdo diretamente controlada:
no plano pedagdgico, porém, isso ndo igrswa relevancia na aprendizageno. @ i s s o, i
didatica da matematica reforca as condi¢cdes de estudac@sproblema potencialmente

ricas em Ssitua-»es adi d8ticasb?o

Almouloud (2007, p. 3435) destaca que em uma situacdo didatica, as relacdes do
aluno com as qudes propostas pelo professor sdo consideremi@® um jogo. Nesse
sentido, a fase de devoluc@ caracterizada, pelo modo como se propfe uma situacao
problema ao aluno, tal momento deve ter finalidadecentivé-lo a participar ativamente no
processo de aprendizagem, possibilitanda desenvolver sua autonomia. Além disso, as
situacdes adiddics s «o0 el aboradas fAem termos de | ogt
uma aprendizagem sera tal que o aluno dispde de uma estratégia basica para comecar a jogar
Tal estratégia deve permitir ao sujeito compreenoler pr ob |l ema e a rec
(ALMOULOUD, 2007 p. 39.

Uma situacaocadidaticatem finalidade pedagdgicaorém, ndo € revelada e explicita
Todavia, quando se planeja uma situacéo didatica, deve considerar os aspectos nao didaticos,
pois de certa forma, eles vao intervir na aprendizagemludm,ga que fazem parte do
contextono qual o aluno esta inserido. Para AlmouloRd0{, p. 33, Aa situa-«o
[...] € uma situagdo na qual a intencdo de ensinar ndo é revelada ao aprendiz, mas foi
imaginada, planejada e construida pelo profeggma proporcionar a este, condi¢cdes

favor 8veis para a apropria-«o do novo saber
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Por conseguintea fim deinvestigar o processo de ensinamendizagem, a TSD é
organizada em quat etapas (situacdes) distint&n cada fase o sabpossui uma funcéo
pedagogica diferente, assim, em cada momento o aluno interage, diferentemente, com o saber.
fiNessas fases interligadas, podem se observar tempos dominantes de acao, de formulacao, de
vaida- «o0 e de i n@EUMOULOOD, 20A7apl 36).Daravanteperdo discutidas
as particularidades de cada etapa.

A etapa inicial é samada de situacdo de acdo. Messomento, o aluno tem a
liberdade de interagir sem precisar seguir regras, ou seja, o0 aluno pode refletiitadoale
sua acao ajustélo. Isso pode acontecer sem a intervencao do professor, no casailai o
retroagirsobrea a- «o do sujeito. AASSIi m, o aluno g
para criar um outro: a situagcdo provoca assimau aprendi zagem por
(ALMOULOUD, 2007, p. 37)

Assim, Pais (2002, p. Yargumenta que a situacao de acao permite ao aluno realizar

procedimentos imediatos, como tentativas, a partir da reflexdo de seus conhecimentas prévio

a fim de resolver a situacgwoblema proposta.dgo, po@-se compreender que nesta etapa o

aluno faz uso fAde um conhecimento de natur ¢

Mesmo que esses procedimentos estejam associados a alguma teoria, 0 que estd em jogo nao

a explicitacdo dessa referénciatedrit. Desse modo, n-seqdei al ®t i ca
Questbes de acdo ou decisdo matematica sdo aqueles em que o Unico critério é a
adequacdo da decisdoa elaboracdo deste sistema de decisdo pode permanecer

totalmente implicita na justificacdo dos mesmo8&o Nha restricdes sobre isso ou
formulacdo ou validacdo. Essa é a dialética mais geral, outros casos sdo apenas

particulares. Isso levou a construgdo no assunto de regularidades de esquemas,
modelos de acdo, mais frequentemente inconscientes ou implIRREXJSSEAU,
1976, p. 110Q)

Dando continuidade a etapa anterior, & situacao de formulacdo, em que o aluno
apresenta uma estraig@gescrita ou oral) de soluca@aborada a partir de coepcdes ja
conhecidas ou novas. Posteriormergeprre também unprocesso de formalizacdo da
linguagem usada habitualmente, a fim de tornar as informacgfes trocadamicaveis.
Portant o, Ao objetivo dessa di al ®t i ca d e
(ALMOULOUD, 2007, p. 38)Assim, nessa etapa, aparece o coléga professor.

A vista disso, na dialética da formulacéo, diferentemente do que ocorre na fase de
acao, o aluno apresenta um raciocinio de natureza tedrtais elaborado, que o permite

formular argumentos queosteriormentepossam ser validados ou uéhdos. [Bsse modo, o
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racioc2nio aparece como fAum pr ocse ddcesgnot o e

aplicar informacé s a n t (PAIS, 2002e s

Dessa formaguanto &erceira etapa, a situacdo de validacdo consiste em convencer o
interlocutor de que os argumentos utilizados na resolucédo do proldaowalidos, isto é,as
conjecturas elaboradas séo julgadassim, Almouloud (2007, p. 39) acentuguei [ . . . ] é
teoria funciona, nos debates cientificos e nas discussfes entre alunosmiieonae

estabelecer provas ou refutéaa s 0 .

Além do mais, na validacdoo aluno ja sabe utilizar métodos de provas e
demonstracdes, além de compreendeerdeéhados conceitos matematicosr Bsso, nesse
momentQ o0 sujeito se apropria de uma linguagem deineza mais cientifica (tedrica). A
partir disso, Pais (2002, p.)/&lata que essa etapa esta vinculada a verificacdo da veracidade
dos argumentos racionai s. No entanto, numa
dos problemas mais complexancernentes ao conhecimento, pois é praticamente
impossivel assegurar a universalidade do conceito de verdade, tendo em vista a diversidade
das posi-»es fil oafdaquaas exi stenteso. Tem

Um problema de validacdo é mais um problema de compardgdaliacdo e de
rejeicdo de evidéncias e da investigagaalemonstracgédo. [...] Panana abordagem
de validacdo, o pensamento deve baseam formulagbes anteriores. A linguagem
desenvolvida, na dialética da formulacdo, € menos especifica do qualaldedo.

A comunicacdo desempenha um papel importante em parte nudepe das
guestdes de validagBROUSSEAU, 1976, p. 110)

Com isso,na validagdo da TSOHo obj etivo ® a valida-«o
formuladas no momento de a¢éo e de formulapadendo se referir a diferentes niveis de
val i dade: sint8tica, semOnti ca ou me s mo
(ALMOULOUD, 2007, p. 40. Finalmente, terse a situacdo de institucionalizacdo, era qu
professor retoma a situaggmoblema, dim de identificar, sistematizar e reconhecer o saber
construido por meio de sua formalizacdo e generalizacdo. Nesse sentido, Pais (2002, p. 74)
explica que se trata de um Amomento onde sce€
plano individualepat i cul ar, ° di mens«o hist-rica e ¢c!
A evolucdo nas discussofes e utilizacBes dessa teoria foi enriquecida com as nocdes
de contrato e institucionalizacdo, entre outras. As situacBes de institucionalizacdo
foram entdo definidas omw aquelas em que o professor fixa convencionalmente e
explicitamente o estatuto cognitivo do saber. [...] Depois da institucionalizacao, feita
pelo professor, o saber torea oficial e os alunos devem incorpimda seus

esquemas mentais, tornandoassin disponivel para utilizacdo na ohscdo de
problemas matematic¢dLMOULOUD, 2007, p. 40)
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Nesse viés, a TSD serve de fundamentacdo para a concep¢do e proposicdo das
situagbegroblema, que irdo compor uma realizacdo didatica. Em seguida, as estdgégias
resolucdo podem ser avaliadas com enfoque na TSD, ou seja, podem ser categorizadas, de
acordo com as fases da TSD, em: acéo, formulacéo e validacédo. A seguir, sera abordada a fase

de experimentacao da ED.

2.1.4Experimentagao

Na experimentacdo, prop8e a apliacdo de suacdesproblema com enfoque na
TSD, para que aconteca a situacdo didafRara issppretendese estabelecer um contrato
didatico, ou seja, buseseincentivar o aluno a participar do processo de ensinavés da
resolucdo de situae§problemaelaboradasa partir dos objetivos da pesquisassim,
Carneiro (200pbrelata que
Durante a experimentacao, coletamos e organizama®rpusde pesquisa variado,
composto por producdo dos alunos, registro de perguntas, davidas e erros
constatdos durante o acompanhamento de suas acdes e diarios de classe dos

ministrantes. A andlise desse material é esakbrpara a etapa da validacédo
(CARNEIRO, 2005, p. 105).

Almouloud Q007 p. 42 esclarece que, numa perspectivat@oal no ambito da
DM, o estudantedeve assumir o compromisso de administrar seu envolvimento com o
conhecimento nas situacdes de acéao, formulagéo e validacdo, ou seja, de participar ativamente
nessas fases. Por outro lado, o professor tem a responsabilidade de instituciosalieay o
pois fNnele deve determinar a forma e 0 cont ¢
of icial, | evando em conta os efeitos da tr

tépico, serdoidcutida as no¢cdes de transposicdo didatica ératndidatico.

2.1.5Transposicao daticae Contrato Ddatico

Nesta secdo, serdo apresentadas as concepcdes sobre a transposicdo didatica e ¢
contrato didatico, a fim de complementar a compreensdo dos elementos epistemoldgicos,

cognitivos e metodolégicatiscutidos anteriormente, numa perspectivdita

A nogéao de transposicao didatica foi desenvolvida por Chevallard com o objetivo de
Adi stinguir oS di ferentes saberes envol vi
(ALMOULOUD, 2007, p. 113. Numa perspdiva didatica, Almouloud(2007, p. 113

explica que a teoria da transposi-«o didsgt
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de saber o, 0S quais s«o0 classificados em:
para estudar outros objetos nmé&ticos, no entanto, este Ultinpode estudar também a si
mesmo,e 0S objetos protomatematicos, que apesar de ndo terem oficialmente a funcdo de
estudar objetos, possuem propriedades para resolver questbes matematicas. Ainda sobre os
objetos, é valido coiderar que:
A transformacdo do conteddo de saber em uma versdo didatica desse objeto de
saber, mais apropriadamente, € chamadtratesposicion didactica stricto sensu
Mas, o estudo cientifico do processo de transposicdo didatica (que é uma dimensao
fundamental da Didatica da Matematica) implica tendo em conta a transposi¢ao

didatica sensu latp representada pelo esquema: objeto de s3bembjeto para

ensinarY objetoY de ensino. Qrimeiro elo que marca a passagem do implicito
para o explicito, da pratica a teoria, gi@-construido para construidq€hevallard,
1998, p.45).

Dessa forma, podse compreendesegundo Pai$2002, p. 17) que a transposicao
didatica € um caso particulde translacdo de saberes, a fim de contribuir para o processo
evolutivo e histérico do conhecimento cidisb. Além do mais, a no¢do de transposicao,
quando estudada no plano pedagdgico, tem como objetilisasreamobilidade doognitivo
em direcGio @ desenvol vi ment orestlita aocpand @ecalaboeandeso ,
subjetivas, pois € nesse nivel que ocorre 0 nucleo do fenbmeno. A conveniéncia em destacar
essa dimensdo da transposicdo estd associada a necessaria aplicagcdo de conhecimento

anteriorepara a aprendizagem de um novo conodiRAIS, 2002, p. 18)

Numa andlise do processo de ensinapeendizagem, considerando a existéncia de
uma transposicdo didatica, Almoulo@a007, p. &) relata que a concepcdo de contrato
didatico possibilita compreelerque a situacado didatica esta relacionada com a intencao de
ensinar, para isso, essituacdo abrange uma situapdo o bl ema e um contr a
significagdo do problema e do conceito para o aluno depende do contrato didatico

estabelecido;éoqu per mi tir8 a negocia-«o0o do sentido

Sobre o contrato didatico, degeconsiderd o como fAuma relia- «o
explicitamente em pequena parte, rmabretudamplicitamentei aquilo que cada parceiro,
professor e aluno, tem responsabilidade de gerir e pelo qual sera, de uma maneira ou de
outra , respons 8v e(BRQUEBSEAW 198&pod AlIMOYULIOOmM, 2007, p. 89)

Vale argumentar que, o contrato didatico nem sempre se concretiza, levarsi@ ruptura,
COMOo NO caso seguir:

Um primeiro exemplo de ruptura do contrato didatico pode ser dado pelo caso do
aluno que mostra desinteresse pela resolu¢cdo dos problemas propostos pelo
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professor ou no caso em que ndo ha o envolvimento necessario nas atividades
propostas. Nessdtigacdo, ocorre uma ruptura do contrato, pois, mesmo que n&o
haja uma regra explicita e formal prevendo o envolvimento dos alunos nas
atividades didaticas, o que se espera € que isso aconteca dentro dos limites
pettinentes a atividade pedagoégi@Als, 20@, p. 81).

A vista disso, Pais (2002, B7-78) comenta que o contrato didatico tem a funcéo de
estabelecer as obrigac6es do professor e do aluno, a fim de efetivar a relacdo entre docente,
estudante e conhecimento. Além disso, esse contrato possui pegeas explicitas,
enquanto as impl2zcitas s«o0 el aboradas a pa
formali smo, abstra-«o e rigoro, al ®&m de con
professores de Mat em§8t fineeatagdo adOrdere, pesndimo quaa f a
pesquisa seja validada ou refutada na etapa final da ED. Desse modo, a seguir, serao

discutidos a analise posteriorie a validacdo da ED.

2.1.6Analisea Posteriorie Validacao (nterna e Externa)

Almouloud & Silva 012, p. 27kxplicam que nesta fase acontecanalise dos dados
coletados na experimentacao, isto &adte a aplicacdo das situagiesblema em sala de
aula. Esse momento deve ser registrado através de alguns procedimentoselzdmale
observacbegegistros fotograficos das producdes escritgeagacbeslasentrevistagom os
alunos.Nesse sentidaaanalisea posteriori

[...] se caracteriza pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontacdo com a analise
a priori, permitindo a interpretacdo dossultados e em que condi¢bes as questdes
levantadas foram respondidas. Assim, é possivel analisar se ocorrem e quais sao as

contribuicbes para a superacdo do problema, caracterizando a generalizacdo local
gue permitira a validac@aterna do objetivo dpesquisgPOMMER, 2013, p. 26).

Dessa forma, os autores acentuam que durante a an@asgeriorj € realizada uma
comparacao entre ossultados obtidos na realizacdo didaaaque foi definido na analise
priori da ED, a fim de validar ou refutas &ipotesesevantadas na investigacabodavia, a

ED admite dois tipos de validagaoterna e externa.

Na validacdo externaé realizada uma comparacao entre as paetuqicial e final
dos estudantes, a fim de avaliar o desempenho dos aurarge aealizagdo didaticasso
pode ser feito por meida aplicagdo e analiske entrevistas e/ou questionariégem disso,
nesse tipo de validacdacontece acomparacdo entre ggoducdesdos alunosinternos a
sequéncia didaticadosalunosexternos a esssmntexto didaticLABORDE, 1997, p. 105).

Alves (201®) acentuajue a validagdo externa se efetiva através da comparacgéo de producdes
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externas associadas a outros alunos que ndo participaram da mesma sequénci®djdética.
nao foi feito nesta pesquisa

Por outro lado, a validagcédo internaé feita uma descricdo genérica dos alunos,
observando seu comportamensnia adaptacée seu dese/olvimento intelectual durante a
realizacdo didaticee uma categorizagdo dos tipos de producao majoritdssim, érealizado
um acompanhamento de poucos alunos individualmente. Diante disso, devem ser
selecionadas as situacfes edpEd que ao serem avaliadaspntribuem significativamente
para a validacédo da pesquisa (LABORDE, 1997, p. 105).

Por fim, considerandoug esta pesquisa @lolouuma quantidade pequena de alunos
participanteq7 alunos) os quais foramavaliados emum tempo curto, e as suas produgdes
nao foram comparadas com outras prodas externas a @stpesquisa, a validacaiesta
pesquisa fofeita internanente.Em seguidaseraabordadoo MF que fundamento campo

epistémicematematico desta pesquisa e querBmsposto para situacées de ensino.

2.2 O Modelo de Fibonacci

O MF esté inserido no periodo Historico da Idade MédiduropaNesse contexto
vale destacar a quarta cruzada pregadapgadalnocéncio lll. Essa cruzada tinha o propdsito
de planejar um atague contra os mulgcumanos no Egito a fim dequestar a osta da
Palestina. Contudo, a Igreja e as nagfes ocidentais cristds ndo possuiawsrfinanceiros
para custear esse ataque. Dessa forma, pediram ajuda a Republica de Veneza para levar o¢
cruzados até o Oriente. Os cruzados nao tinkdarheiro para negociar, assim A f or am
obrigados a aceitar que Veneza decidisse o roteiro das dasquisproposta da Republica
era quitar a divida com a tomada de Zara, um porto cristdo, mas rival dos venezianos no
com®r ci o do mar Adp3. 8ticoo (DORE, 2000

Desse modo, klade Média envolve um cenério, no qual a Europa sofre influéncia das
cruzadase do conttb com o Oriente. Nesse perigdwa area educacional, sdo criadas as
Universidades de Padua, Négs, Paris, Oxford e Cambridge (EVES, 2004, p. 296)final
da Idade Média, os matematicos atuavam em escolas religiosas, universidades eaestivid
de negocios eomércio Além do mais, podse destacar a expansdo dos numeros-indo

arabicos.Nesse caso, no século Xlllexandre de Villedieu (francés), John de Halifax
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(inglés) e Leonardo de Pisa (italiano) s&&s autoresjue contribuiram signifiativamente
com a difusé@o do sisteng@ numergaoindo-arabico(BOYER, 2006, p. 172).

Com énfase no MRJe acordo conBoyer (2006, p.173)vale destacar o matematico
Leonardo Pisano (11802 50) conheci do como Fi b(igura t)c i o u
Leonardo atuava na atividade comercial, a qual o oportunizou conhecer EgitoG&icia
dentre outrasEm suas viagens, ele conheceunostodos algébricos arabes e 0s numeros
indo-arabicos, além dissfyi instigado a estudar aritmética. Em 1200, Pisa@torna a Italia
e, em 1202, ele escreve a oliber Abbaci Apesar do titio da obra fazer referéncia ao
dbaco O | ivro n«o aborda o 8baco, e sim A®
problemas algébricos no qual o uso de numeraisanaloicosé or t ement e r ec ome

Figura 11 Leonardo Pisano(Fibonacci).

Fonte: Eves (2004, p. 293). A

Dentre os problemas propostos por Leonardd.iber Abbacj podese destacar o
seguinte: AQuantos pares de coel hos paer «o

se em cada m°s cada par gera um novo par Q!

(BOYER, 2006 p.179. Esse problema originou a S#,1, 2,3,5,.}. Os termos dessa

sequéncia satisfazera relacdo recorrentek,,, =F , +,, N N com F=0 e F=1

(ALVES & CATARINO, 2017. Portanto, a situagdaroblema dos coelhos, a sequéncia e a

recursividadenatematicanarcam a génese do MF.
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Além disso,Jacques Philippe Marie Binet (172856) foi um nateméatico francés e
dos precursores da teoria matricial, dentre seus trabalhos esstac&o6rmula de Binet

(RAMOS, 2013, p. 17). E,edacordo com Alve$201), a SF admitea Férmula de Binet
comouma férmula fechada para a determinacédo de seus tedntaemula de Binetyalida

paran? 1, é:

sdo raizes da equacdd-t -1 6.

1+4/5 1- {5
2

E relevante saber qué = 5 € b=

Logo, dravés de um processo indutiyaimdese verificar a validade da Formula de Binet para

SF. Assimpbserve, a seguir, que essarkula vale pardr, e F,.

81+5 0 185"
&, 0

(@t}

&1+5 6 18/5 ¢

& - O

¢ 2 =+
F,=

J5
1+2J/5 5) @ 2[5 5K
_ 4

J5

=1.

ILi. A~

a"- b a™ pgt

E, de fatoassumindoF, = e F.,=— , seque que:
a n a_ b n+l a_ b g q
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Ademais,Ramos (2013, p. 33jiscute a razdo aureaapresenta a seguinte definicao:

Auma | inha reta ® cortada na raz«o0 exarar ema
a maior parte a maior parte estgara a menor pamdeCom isso, seja um segmemis,

assumindo qudﬁz X CB 4, entdo, AB= x 4, onde AB>AC >65 assim, segue que:

NB_K} YX+1 X

AC CB x 1

\ x2-x 4 &

N 1+J§el-J§

Logo, podese ver que as raizes da equagéeo X -1 6 sao > > A raiz

ﬂ =1,6180339887..= fornece o valor do numero de oy ). Além do maisquando

se avalia a@azéo entre dois termos consecutivosStiapodese verificar quellm I;” = F

n

Veja:
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1/1=1

2/1=2

3/2=15

5/3=1,666..
8/5=1,600
13/8=1,625
21/13=1,61538.
34/21= 1,6190476.
55/34= 1,6176470588

/' F,=1,6180339887..@ |

n+l

J5 J5 6 0
Como -1 <—1 %, entao, I|m ael—S 0—|I 1aJ?, @ de fato, pla formula de
1++/5 +4/ - 5

Binet, podese estever que

Ao ntl o nt
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\/—C@@?\/_'o fa\/_ &
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Além do mais, Ramos (2013, p. )4tliscute definicbes e propriedades sobre o
retangulo, o triangulo e a espirdénominados de aureos por ter suas medidas na Razédo
Aurea. Nssa abordagem, valelestacar a $&piral de Fibonacci, a qual representa

geometricamente a SF através da construcdo de quadngdesmedidas dos lados sédo os
termos da SF{l, 12,35, } Na FHgura2,temse a visualizacao da Espiral de Fibonaxi

SoftwareGeoGebra, em quens numeros, dentro dos quadrados, sao as medidas de seus lados,

além disso, o valor da area de cada quadrado pode ser visualizado na Janela de Algebra.

Figura 21 Espiral de Fibonacci: construcdo ndSoftwareGeoGebra
[ Fibonacci_Square.ggh

Arquive Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

] AL el =) A

» Janela de Algebrz | » Janela de Visualizagio
Chnica
c=1.57
d=1.57
e=T
=411
g=T7.85
h=1257
k=20.42
p=3299
Ponto
Quadrilatero
ql=1 21
q2=1
gi=4
gd=9
q5=25
q6 =64
q7 =169
q8 = 441

- 90000000

@
2
o

0o

Fonte:Elaboracéo d autora
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Por fim, podese observar que a SF esta relacionada com a Raz&o Aurea, o nimero de
ouro e a Férmula de Binet. Eprisiderando a revisao bibliogréfica sobre as relagdes oriundas
da sequéncia generalizada de Fibonacci, sedeompreender que o MFgsa por um
processo evolutivo, o qual € discutido, ha maioria das vezes, na literatura da Matematica Pura,
sendo apresentado de forma pouco pormenorizada nos livros de HM. Desse modo, assumindo
esta secdo como fundamentaghouma perspectiva evolutiva, rdeante,sera discutido o

campo epistémicmatematico que aborda o modelo complexo de Fibonacci.
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3 CAMPO EPISTEMICO -MATEMATICO: A COMPLEXIFICACAO DO MODELO
DE FIBONACCI

A investigacdosobre o processo de roplexificagdo doMF € iniciadaa partir G
apresentacdo do numero complexo de Fibonddesse sentidoé feito um estudo das
relagBes recorrentesdentidadesuni, bi, tri en-dimensionais para os meros Gaussianos de
Fibonacci. Esse estudo tem comoimpeipal caracteristicaa compreensdoodcrescimento

dimensional do modelo recursivo unidimensiongl, =f,, ., "n N com f,=0 e

n

f, =1 apartir da insercdo de unidades imaginarias.

Posteriormenteser® exploradas as representacfes matricias rmula de Binet
para a classe dos Polinbmios &iados de Fibonacci, a qualrabge os termos polinomiais
da SFem um processo evolutivo da sua forma algébdeamodo queprimeiramente, os
polindmios sdo conglerados com uma variavele duas varidveis, em seguida, esses
polindbmios séo explorados na sua forma complexa, ou seja, corargdmsla componente

imaginariai. E, por fim, os polinbmios sdo discutidos na variavel complexa.

Finalmente,0s Quaternions s&o definidos para MF. Inicialmente,a parte escalar
dos Quaternions éomposta pelos niumeros reais de Fibonaceine,seguidaessa parte é
constituida pels® nimeros complexos de Fibondcdilesse contextcalguns teoremas com
aporte em representacdestritéis, a Férmula de Binet, a extensao para indices inteiros e a
abordagem na variavel complexa sez8tadados para a sequéa generalizada de Fibonacci

3.1 Relacdes Recorrentesle Fibonacci Insercdo da Unidade Imaginaria e Crescimento

Dimensional

O process@volutivodo modelo Fibonacciano tevedid com os trabalhos d&rother
(1965) sobre a ampliagdo &k para o conjunto dos inteiros. Ademaisima perspectiva de
generalizacada SF Pethe e Horadam (1986) propuseram uma repregéentdacSF pomeio
dos niumero§aussianos de Fibonacassimestabelecendo rela¢des recursivas e identidades
e Berzsenyi (1977) desenvolveu uma forma complexa da sdquémavésdos Inteiros

Gaussianos. A vista disso,iniciando o estudo do processo de complexifiio da SFno

¥ O Numero Gaussiano de Fibonaéailescrito parG f, = f, +, i comG f,=i e G f, =1 (JORDAN, 1965).
* O Numero Complexo de Fibonaagidescrito parC, = f, + i comi2= 1 (HORADAM, 1963).
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préximo topico, serdo exploradalgumaselacdes recorrente®mplexas, gartir da inser¢ao
de unidades imaginaria, e de suaglentidades uni, biri e n-dimensionais

3.1.1 Modelo Recursivo tddimensional de Fibonaccie Identidades

King (1963, p. 16) descreve qué&ktem sua génese a partir do problema matematico
proposto por Leonardo Pisano sobre a reproducdo de cad@thogaisd. Fibonacci, um
matematico italiano, em 1202screveuLiber Abbacj um trabalho quelsrda conteddos
reladonados & Aritmética e Algebra, tais como: nimerossigtemaindo-aréico, adicéo,

subtracdo, multiplicacéo e divisao de inteiros, proporc@esotucdes de problemas.

Dentre os problemas apresentados na bliver Abbacj encontrase a solugcéo para
fiRab b i t P rgoebélumansituacgmoblema na qual se discuereproducao de um par
de coel hos, Apara descobrir quantos descenc
cada par de coelhos dar a luz a um novo par de coelhos a cada més, comepando co
segundo més de suavida. Eassegud 0 que as mo(KIN@ 4963)pIB)O0oc or r

esquemaaprodutivo esta apresentado rebélal.

Tabela 17 Esquematizacao da eproducéo de coelhos imortais.

Més —= PEIES 815 G0 08 G L Total de pares de coelhos
N&o reproduzem | Reproduzem | Nascem
1° 1 0 0 1
20 1 0 0 1
3° 0 1 1 2
40 1 1 1 3
5° 1 2 2 5
6° 2 3 3 8
7° 3 5 5 13
8° 5 8 8 21
9° 8 13 13 34
10° 13 21 21 55
11° 21 34 34 89
12° 34 55 55 144

Fonte:Elaboracéo da autara

King (1963, p. 16) acentuaug asequénciade numero®bservada na Tabela da
origem a SF{l, 1 2,3, 5} Nesse sentido, conforme Alves &atarino (2017, essa
problem8tica ® representadaf,pe] g, Aaipcam at o

0s vdores inicias f,=0 e f, =1, definindo, assim, MF. Numa perspectiva de ampliar o
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repertério de definicdes e relac@tundas da SFesse modelo recursivo unidimensiarfal
discutido por Koshy (2001), que investigou algsnaentidades unidimensionais criadas por
Francois Edouard Anatole Lucas (1842891).

A vista disso, por definicdo valé,,,=f , +#H Y . £ . f-

n n n n?

n "N, o

gue permite escrever os numeros de Fibonacci, no esquema a seguir:

f1:f2

f2:f3 'fl
f,=1, -f,
f,=f, -f,

S

f2n = f2n+1 -on -1

f2n+1 = fzn 2 'fzn

Tendo emvista isso,0 estudo sobre o processo de complexificagdoMF sera
iniciado a partir da apresentacdo de algundasitidades unidimensionais para os numéyos
de Fibonacce, posteriormentesua discussana forma complexa comiasercdo da unidade
imaginariai. Veja:

Identidade 1: O somatério, a seguir,edcreve a soma dos numeros de Fibonacci, até a ordem
2n, de indice impar@L | VEI RA, PAIVVEASB 1 &)

Demonstracdo Partindo dos nimeros de Fibonacci descritos atrawvékefinicio notacional
e considerando apenas os termos de indice impaiseejue:

n

afu=f Hy ko o £ XF, ) (Fo £ (Fs f)+. (Fy fh)+F, :

i=1

Identidade 2: A soma dos numeros de Fibonacci, até a ordende ndice par pode ser
descritaporQL | VEI RA, PALIVVEAB 1 &)
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Demonstracdo Novamente, partindo da apresentacdo dos numeros de Fibonacci através da

definicdo notacionaporém, considerando apenas os termos de indice par, veremos:

n

af,=f, H, & .+ f+(f,=f) {f, ) (F, fx .. (o, tf,H fo5f,Ff7.1 ¢

i=1

Identidade 3: A somadosn primeiros numeros de Fibonacci, até a orderme indice maior
que zero pode ser obtida quando se desenyOltel VEI RA, PMALIVVBAB I &)

é. fi = fn+2 1
i=1
Demonstra(;éo Segue que:
afizfl +f2 1i-3 W3 fnt fn +f2 :éf3 ﬁ-]) (f'4 f?)1- (f5- f) t.. (f'n fn+2) (‘f-nﬁ f-n D 1i-1 fn -fn

i=1

\ g f =, 1 o
i=1
Identidade 4: O somatério, a seguidescreve a soma dogprimeiros qudrados dos numeros
de FibonacciQL | VEI RA, PWAWIV\EAB 1 &)

n

a (fi)2 = fn fn+1

i=1

Demonstracéo § (f)2=f> +7 + f£ ff; f(& f) f,(f,+Ff) .= f (fr, £ )

i=1

=ff, H,f, £, fif, tF, ... € 1 ff 1 ., 4 4

Identidade 5: A soma de seis numeros consecutivos de Fibonacci é divisivel por guatro,
sendo descrita pelo somaté(@L | VEI RA, PALIVVEAS 1 &)

5
DemonStraGéo a fn+i :(fn +fn 1) (+fn 2 fn+3)r fn-tl+ fn 5++fn 2 :+fn 4 -li n 4 &n 5
i=0
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:f +fn-i4 :ﬁ- 4 (f-|r-1 3+ fn-'zl)+ 4fn:4 ¢

n+2 n

Identidade 6: O somatdrio, a seguirepresenta a soma de dez numeros consecutivos de
Fibonacci é divisivel poronz®(L | VEI RA, PALIVMVEAB 1 &)
9

a f.. =11f,

i=0

9
Demonsna@éoéf :(fn +fni Nz frT&) fnt+ -Ifngj-4'fn 4:+fn6 +ﬂ-n7 -r|1-8 (j-rl1-7 fm-lé)

n+i
i=0

+fn-6 Q[fn i (ﬁ_ 6+ fn+7)-] 4'f:4 +3f 6+ +4f 7+

n n n n

" Tn+4 +3fn-6 4(fn 5 fr-1|-6-l) 4f=n 4+ 4fn+5 + 7fn'é‘ +11n 6: N

A seguir, algumas dessas identidades serdo verificadas para ossnGaessianos de

FibonacciAlém do maisseréo discutidas algumas relagfes validas para os Gaussianos.
3.1.2Numeros Gaussianos de FibonaceiTeoremas

Os numeros de Fibonacci permitem uma representacdo complexa. ddetesdo,
podem ser citados os Inter Gaussianogjue sdo descritos por Berzsenyi (1977),
posteriormente, Pethe e Horadam (1986) apresentam os numeros gaussianos de Fibonacci €
suas relacdes recorrentes. Todaviae destacar quesegundoJordan (1965)os numeros

i, tendo como valores iniciais

1"

Gaussianos de Fibonacciosgeeritos naforma: G f, = f, +f

Gf,=1 e Gf =1, aém disso, admitera recorréncieG f, =G f , +Gf ,, n e, de acordo

com Halici (2013), também vale a igualdd@d, = f, + ..

SegundoJordan (1965) a identidade g f;=f,,, 1 pode serverificada para o
i=1

somatorio dos numeros Gaussianos de Fibonacci, como por exemplo

2
A Gf =Gf, +Gf &f i=1 &+ i+ 2+2=(3+2)=1Gf,, -1 =

j=0

3
AGf =Gf, Gf &f Gf it @& ¥ 2+i)+4 F (5 B) 16f,#

i=0
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ée.fj:ef0 WGE ®f, Gf Gf il=(+)+(2+) 8 & * 5+ (@8 $) 4Gfz,

j=0

4 Gf,

i=0

=Gf

n+2

1 6&f

n 2

r
5 Gf =

j=0 j®

Gf,

4Gf Gf., Sf, 1-Gf, Of3 Gfml Gf, 2 Gfy.<

Além do mais, ddentidaded f, = f,,,, 1 também pde ser aplicadaos rimeros

Gaussianos de Fibonacci. AssiognsiderandoGf, = Gf,_, +Gf ,

segue que:

i=1

LI31:n T :an GL 21

Gf, = Gf, -Gf,

Gf, = Gf, -Gf]

Gf, = Gf, -Gf,

Gf, = Gf, -Gf,

Gf2n— 2 = Gf2n 1 'szn 3
Gf,, . = Gf,, -Gf,, .,
Gf,, = G,y -Gfy s

Todavia, considerandeomenteos nimeros de indisédmpares, ao somar todos esses

numeros, tendo em vista 0s cancelamentos sucessivos dos termos derndmxénmse

a Gf,, ,=Gf, -Gf,. Veja:

=1

Gf, = Gf, -Gf,
Gf, = Gf, -Gf,
Gf, = Gf, -Gf,
Gf,, , = Gf

2n- 3 2n -2

Gf,, , = Gf,,

-Gf

2n 4

'szn -2

Prosseguindo na exploracdo dos somatorios que envalsenimeros Gaussianos de

n 2n
Fibonacci, temse que: g Gf, = gGf,

=1

j 2

- ésfzj-l @fm ) Gfo Gfi (Gfﬁ GD -
i E
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n 2n n
Gf, Gf, Gft Gf=, 1.Além do maisparag Gf,; = gGf - &Bf,_ .,

=1 iz i E

=Gf -Gf

2n+2 2n

é relevante a seguinte avaliagao:

1 2 1
aGf,=aGf - a?le,l YGf, &f Gf Gf

= i1 I E

2 4 2
ész,- = éij ) '33fzj.1 Ysz Gftl @fl G% Gfa+ Gtt"'( Gt ) Gg *
j E

j=1 j%

n 2n n
d szj = aij - 33]:21'-1
j=1 j j

O

it ! 6 2,
a. GfZ] aeasz, +Gfm+2 0 Gfm 2 ae+&3§ a'Gfa 1 6 G%n "sznﬂ "aij Cfﬁle 1 m i
j=1 (;] 1 - 9] E j=1 - (; j 4 i
2n+2 an o e n
=a Gf aeaG 2j-1 $2m 91 0 g;f 'éfz 3
j=1 Cit TiE 1=

Jordan (1965) apresenta, algumas identidadagntes ad eorema 1Vale comentar
que, as relacbea s@uir, sdo discutidafazendo recorréncia argumentos matriciai&ould
(1981) explica ge essa tipologia de argumentmsssibilitauma evolucdo da teoria, assim
eles conpdem uma nova versdo do to#o de Reiter (1993), que € usado para determinar

férmulas de reducéo do modelo de Fibonacci.

al+i 1 a1 6éf f,
Desse modcsejamas seguintes matrizeé=g, . 33 , podese
¢ 1 | 0 fO
compreendeque detQ= -1 Ce detX =i -2 ( logo, as matrizesX e Q admitem

inversa, além disso, pode avaliar o produto matricial entre as matrjzasn?2 1, tal que:

X (D %&Hi 131&1 a+ali+ aGf,5 Gf, 6
i 2180 i & 1 g%fZ_ Gf, 2

X 2 im 1_22511 8+B 2i+ 8Gf,6 Gf, o
i 2181 3+|9 1+ a°‘Gf3_ Gf, 2

®
%
.5 al+i 16332 o&+8® 3 B &CGfp Gf, 8
X = by
®E o SE e Bl
XdQn éan+2 ani 6

cf 2

aGf Gf, ,

XCQn+l (=X ® Q %_EHZ %ﬂ_& n 2+

G?; an i .

LE
o
1-O: O
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aGf ,,

Gf
Além da deteminacdo deX (Q" aaGf nt

Gf

n

( -
< podese verificar,com o uso do

CAS Maple a validade dgropriedade comutativiao produto entre as matrize§ e Q. As

poténciasnatriciaisdo tipo Q"X e X @Y podemservisudizadasnaFigura 3 Destarte sera

iniciada a discussao daedrema 1.

Figura 37 Propriedade comutativa: visualizacdo das matrizes do tip@" OX e X @@" no
CAS Male.

Sem titulo (3)* - [Server 3] - Maple 17 — O |22 | B E\ARTIGOS_REVISTAS\REVISTA INDAGATIO_DIDATICA\GMATRI.. - O
Arquivo Editar Visualizal Inserir Formatar Tabela Desenho Gréfico Planilha Ferramentz Janela ( Ajuda | || Arquivo Editar Visualiza) Inserir Formatar Tabels Desenho Grafico Planilha Ferramente Janela ( Ajuda |
D2BSE YBHB ¢ STPX E& «= NI O Y D2BSE YBAB 5¢ BTPX EE «= N O]
[ MATRIX 2w € *aDATRIE 2. ) J (L) N :w *3em thul (3) €
Texto |Ma emat|ca| \_\ [ 20 Math v./_\ '.\_Times New Roman VII ¢ E;] B : Texto |Matemética| ‘:: [ 20 output V_::' '::_Times Hew Roman "f' ':ﬂ_"] B I :
= - : ) - N
xg xg-xg x¢" xg-xd xg’ xg" N oxdxgrgxgxdroxdx
241 1+1 241 1+1
1+1 1 I+1 1
3+21 2+1 34121 2+1
241 1+1 241 1+1
5431 3421 5431 3421
3421 241 3+21 241
8431 5431 8431 5431
5+31 34121 5+31 34121
13+8I 84531 13+81 8431
8+51 5+31 8+51 5+31
21+131 13+381 21+131 134381
13+81 §+51 v 13+8I 8+51 v
< > £ >

Fonte:Elaboragéo da autara

Teorema 1:Para os nUmerosdBssianos de Fibonacdovalidas as seguintes propriedades

()Gf ,2+Gf? 1 2i).f,

(i) Gf,.Gf , , +Gf.Gf ) 1 &) f.Q

(iii ) Gf ﬁﬂef o +2GfGF 2 4GF 3 @ 20 (f,, ., if3)

(v)2Gf Gf 2, G, , + 3.Gf2Gf2 , +Gf2  Gf2, , 6f% Gf%, (1=2)+1,,

va Gf—(Zj 1)
i=1

=Gf, Gf ,,

(vi)@ Gf,; =Gf, -Gf ,, 4
j=1
(i) 2Gf 2+ 2Gf,? #2Gf? + 2862 (1=2)4f,, } 1 +
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Demonstragdo: Com isso, assumindo as igualdadéx:@®@") (@ QY (X=Q")°0 x* &

podese escrever:

x@") @ oy Sz Ghi 0Ck, G 8 GfL+GII,  Gf,,Gf, GG,
Xt of, 0, an Bf.Cf o+ GI,G, G ,4Gf

CD §1+2| 1+2 a]‘:2n+1 f2n qé_f2n+l+2i'f2n+1+f2n }on on 2+f n f2n+-l Bf'+211§(1: |)+f2’;‘+2 on}

Bead 0 T, 1,00 Guvdfy, L R A

Desse modo, a partir deX@®@") (& Q¥ X*=Q’", podese determinar a seguinte
propriedade: Gf , > +Gf > 1 2i).f,,. O que valida o itemi Em seguidade modo

analogo para oitem (i), devesefazern=p, de modo que se escreva:

(X@") (6 QY aGt,, G éGf Gf,, 0 G§ ,Gf ,+Gf  Gf, Gf,Gf, 6 +Gf,Gf
X, a?;f G, 2 & .Gf,,+ GGl Gf.Gh, +GfGf

§1+2i 1+ éfmp{ fnp (1: 2|)‘ |ap+2+fn p¥
f

X2®n+p . .
@."‘2 0 f;fn+p fn+p1 + f@p+1+ nop+

Assim, (X@") (& Q9 X*=0*" A X @) (& Q)0 X AJ'" dessa ultima igualdade,
observando o0os termos correspondentes, obB#m a segunda propriedade

Gf,..Gf, , + Gf,.Gf. 1 2i) f Q. Posteriormente,avaliando (X@") (& QY(X Q)0

2(x 0 (x=Q"0 Xx* @" segue que:

) a Gf2,+Gf?, Gf Gf ,, +Gf Gf , ,8Gf Gf , 0
x @ n+2 n 2+ n 1+ n+2 nt V -
(X@7)* (@ QY a'E;fn+1c;fn,2+c;f Gh,  Gf.+GR B, ©f 2

n+2

Q(an+1an€+Gfo h)Gf -(an1+'Gf ) anl + (anlG+t12 +6LGt|]) Gﬁl (+an1 Gja G

_4oi .+ 611,)Cf , {661 .. €16f) Of . ( 6F. &f) Gf. (&.Cf, GFCf) Of

a+2 142 ola+ 1af3g4+1 f3n

) 0 , 1 B3 1lish 6
X" X2XQ" & 6(1=2)+ bee b
5 0 OF 20 o 0FH @ 0RE g
( )a2+l 1+ af,, f, ( 2+)512f3nﬂ+|.f“+f31 g, 2.8, +ify, H, ., i, 0
ai'i'l 1 éefgn f3n1 = z f3n+l+|'f3n+1 'Hcam fen Hfsn fJ§11 9
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Quandose observa os termos das posi¢cbes de 22 linha e 22 coluna da igualdade

(X®")?* (& Q9 X*=Q* deternina-sea equa¢adGf,,,Gf, , + Gf,Gf ,) Gf, 1+4( Gf? szn) Gf,

nil+

=(1 42)(f,, i, f4.). Logo, para o item ifi), realizando alguns célculos, tesm a

2

seguinte propriedadéf 2,,Gf, , +2.Gf Gf2 . +Gf* @ 24( f,, .. i.ff). Veja:

(GF,.,Gf, o + GI,GF, ,) Gf, . { G2, . 6F) Gf (E 21 f, it f,)
Gf 2,.Gf . +2.GFGf2  +Gf% @ 2§(f, ifg, f,.9)
Gf 2,Gf ,+2.Gf G2 +Gf3 @ 24(f, ., i.f})

Para dtem (v), sera avaliad¢x® ") (&° Q®) (X=Q")‘0 X* @&". Desse modo, segue:

(X®") @°QY =

56f,, Gf,, 8Gf..*Cf 1.6, {Gh .6 .. 6G) G, (G, 8F ) Gf. (&.6f, GFCf) Cf

éﬁ:‘f”ﬂ an (; (an+1an 2 t anan lr) an 2+ -‘( Gfzn 1 +Gf2r1) th 1+ ( GL 1 GL 2 +GI] Gﬁ]) Gﬁ 1 ( +an1 Gfﬁ)an

§+2 142 5182 1 B afg, f, ©

4 A a2 v A AR U a . v 24 6
*R :(Xéqb@j 0 Ul o'fft?,n p, ol 26"1+§F3;9f

in-1 +
_(1 +2i)2 é2'f4n+1+ f4n 2f4n +f4n-1 6
= oS
(; f4n+1+ f4n f4n +f4n-1 -

Organizando a igualdade dos elementos correspondentes das posi¢cées de 22 linha e 22

coluna das matrizes oriundas da equac®®") (&°Q#H) X‘=Q'" podese ober a
propriedadei{). Observe:

Gf, 4G} o+ 617 ,) Gf, . { 6L .G, . 6(Gh,) 6f 8 &f (&f.Cf, OfC) Gf, ( &, Gl cf
=Gf .G 1 4Gf ,, BfGf, Gf,, Gf G, .GIGf Gf, .GRGR, GRGH, Gh+ =
= Z-anGf i+1Gn+2 +3Gf ﬁGf ia 1Gf i 1+fo1 2 Gfﬁ Gfi 1 +(1:292+f4n 1+
Para @ itens(v) e (vi), devese considerar a extensdo da SF marandices inteiros.
Nesse ambitoiKoshy (2001]) discute essa extensdo através da identidade ( )"*.f . O

queé demonstrado a seguir:
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fo=1H 89" 10

f,= 1 =i, fa= 1 €17 1
fo,=2 =, fa=2 B 1,0
f,= 3 =fg ¢ fa=3 EDF 1,0
f.5=5 = fg=5 F B 10
fﬁ - 8 —fe' f_e - 8 Fl)gﬂ. f6 (

f,=13 4 ¥ 1,0

Analogamenteparaos numeros Gaussianos de Fibonasera considerada relacao

recursivaGf =Gf, , Gf,,. Wf,, 8f, Gf,,. Dessaformaconsiderando seus indices

n

inteiros negativos, podem ser escritos 0s ségglimimeros Gaussianos:

Gf , =Gf, -Gf,
Gf , =Gf, -Gf, Gf, &f Gf,. Gf , =Gf, -Gf,

Gf ,=Gf, -Gf, Gf, &f, Gf, . Gf , =Gf, -Gf,

Gf , =Gf, -Gf, Gf, &f, Gf,. Gf , = Gf, -Gf,

Gf , = Gf, -Gf, Y Gf, &, Gf,. Gf , = Gf, -Gf,

Gf , =Gf, -Gf, Gf, &f, Gf, Gf ,,= Gf, -Gf ,

Gl 1 =Gf »y -G 4y 5, Gy =Gfy Gf iy Gfy. By Of oy
Gl =Gf 4y y -G .

Primeiramente, ealizando a somaos numeros Gaussias com mdices impares

negativos obtémse a propriedade g Gf ,; ,, = Gf, -Gf , . Por outro ladpsomando
j=1

n
os ndmeros com indices pares negativdeterminge (i): g Gf, =Gf, -Gf , ,,
j=1

Doravantepara o item\(ii), sera analisado o comportamento das matrizes doXifi® *":
& Gfi+Gf3 Gf,.Gf, +Gf.Gf,

CGf,Gf, + G.Gf,  Gf2 +Gf?

a Gf2+Gf? Gf,.Gf, +Gf,. Gf,

oG, .Gf, + GL.Gf,  Gf2 +Gf2

a Gfi+Gf? Gf,.Gf, +Gf, Gf,

oGf, Gf, + GL,.Gf,  Gf? +Gf}

ch'nz

X2 ("I?4

X2 ®6
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2 Ay 2n é‘ Gf n+2+Gfﬁi Gf an 2+ +(31:n'(3t11+
x @ & 2 2
oGt .G, , + Gf,.GF, , Gf2  +Gf2
al 16231 3 24 g af, f, o
R @ W ow GFIF, @ QR o
¢l 0:1c1 = 2 Jée ot fy =
. al 16533 § 8 R g af, f, 0
X'Q' E Mg - ge ED, 2 0 FRF o
d o232 TSIk 2
816138 5. 2185 & f
X? 2% & 2 51 #2),
®° & )gi 0085"5 g— )éel3 Q&_U( )gef7 [
f f 0
X > @ 21_)3- a2 Tana 8

C 1:2n+1 1:2n

Da soma das matres X ‘> X’ QO X%Q° © ¥ Q%, sera considerado apenas o

resultado da posicdo de 22 linha e 22 cqlaesimpodese escrever:

Gf 2+2Gf2 ©Gf7 + 28f° GRS (1 2i) ¢+, f, - ) @& 2)(F,.+ )
2Gf 2+ 2Gf,> 2G> + 26f° G, (1 2)@f,, } GiZ +
2Gf 2+ 2Gf,? ®Gf? + 26f* (1=2)4f,, )} 1 +

Vale comentar que os oélos matriciais aplicados, anteriorimente, sdo encontrados
de modo semellme no trabalho de Jeffery & Pereira (2014). A vista dos argumentos

utilizados, Jordan (1965, p. 315) apresenta o seguinte teorema:

Teorema 2:A formula de Cassini, para os numeros Gaussinanos de Fibonacci, é descrita por:
Gf, @f,, Gf2, (2 i) )™, comn20.

al 10af, f, 6
Demonstracdo: ConsiderandoX = ae 0Ydet 3 2, Q= 6 et(Q
=, | o) 3 o0z ¢ 0O

=f,f, -2 e det()QetQ ) & (6,1, 2" (i =3 -} €2i)E W- 0 ( 2i)( 1=
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aGf ., Gf ,
Além disso, comoX " a%f Gf

1-O: Ot

detl X QY Gf= Gf,,0 GF,, entdo, podese

escreverdet(XCiQ”) det(X ).detQ" ) Bf G, Gf, ( 23( }1n+1

Corolario 1: Para todon? 0, vale que:

4Gf-1 Gf, 1 Gf, 1
def,, - 1 Gf, o -1 Gf,, 10
&f,,,-1 Gf,, 1 Gf,, 1

) =D2 0

1-O:0: O: O

Demonstracdo: Conforme Martinjak & Urbiha (2016), serdo realizadas algumas operacdes

elementaresntreaslinhas e colunas do determinantectldem 3, ass podese observar:

aGf -1 Gf, -1 Gf, %6
0
det?Gf,, - 1 Gf,, -1 Gf,, 18 =
&f,.,-1 Gf,, 1 Gf,, 12
a4 Gf -1 Gf,, -1 G, ¥ &
=detX Gf,, -1 Gf, 1 Gf, - g
0

é%fml + an 1 an 2 an I 1- an 3+ Gfr‘f 2+ 1

L., A&Gf-1 Gf, 4 Gf, 15 , G 1- Gf, 1-Gf Gff, 1
2" 3 3 O T
detzafm Gf , -1 Gf , 18 v det6§l+ 1 an2+ 1-Gf , ,Gf+ .1
of, 6f, 9 &1- 1 - 1 -
., AGf-1 Gf, 1 Gf &f, 1- gc . @ 1-Gf, 1 - Gf -
detZBfnﬂ Gf,, -1 Gf,, &f ,. 1g detGE,. 1-Gf,, . 1 -Gf -
1 1 Q gel 1 0
cl+93 c, a6Gf-1 6Gf, 1 6. . G 1- G, 1-1
detZ&fm fe -1 1gY detGf, %Gf, 1-1
1 1 9 &1 1 -1
Litlg -Ly a Gf an+1 0 q_z t, 1, afn anﬂ. 0
v d:t
oletgafm1 fle-1 13 Y detGk, Gf, 0
1 -19 & -1
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Figura 41 Outros casos particulares da sequéncia ddsaussianos de Fibnacci
visualizados noCAS Maple.
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Fonte:Elaboragéo da autara

Ainda sobre os maeros Gaussianos de Fibonacci, pedeverificar a validade das

~ , . : ., al+i 1af, f
relacdes:Gf = f +f i e Gf = f +f . i.Parasso, como:X @ gel i &
C € 'n n-1

- O: Ot

éf 2+fn-l}.i fn]++fri _O’T_Ga'n% an1+

=z . Logo, podese ver queGf, = f  +f_.i desde
?fn+l+fni fn +fn-1i g_G n % an g p Y qu " " n-ll
que Gf,=i e Gf =1 Por outro lado, considerando,':ggf’I '1: podese fazer
¢l ==
. oal+i i af,, f, o fa+f 4 f, +H j  ©6f A Gf
YR" 3 e " a6 = " T ", de onde se e
® Cio1er f, 2 i f,, 4+ B Fof,,
_ _ _ ., aGf., Gf,
Gf = f +f i desde queGf,=i e Gf =1 +. Vale destacar qu&¥ (Q ger Gf
C ~'n n-1

determinada por indu¢dbigura 4. Observe também:
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. 3l+2 1+ acf, Gf b
R S+ i 2% G, ¢
., A2+3 142 §&Gf, Gf

Y 2 = - U4=3 2
R d+2 1+ 2%f, of
., 43+5 243 §&Gf, Gf

Y 3 = - Y= 3
® 2+3 1+ 231, Gf,

aGf,,, Gf

) 5
Y n n ot
® &af, Gf,, 2

4 e A A0 éfn+2+fnﬂi fn}'l'fri 0
Além do maisg relevante observauese podeescreverX@®@") Eef TR b
C 'ne1 " T n 'nd +
af,, f., 6 fali fj 68 139 10 060 @& 6 1 a b O
“a o B ofte e, for foly Tafnsty
A A fli 2H 02700 20 £ J?og 8 o
a0 0 ¢

+fn.1a% L Iz Por fim, nesta sec¢ao, foram tratadas relagdes e propriedades unidimensionais
Q =

isto é, considerando apenas uma varigelaos nimeros Gaussianos de Filoci, os quais

serdo avaliados, a seguir, no conjunteedac@s bidimensionais.
3.1.3 Relacdes RecorrentesdBnensionais ddentidades

Doravante, serdo deduzidas determinadas identidades emergentes de uma relacao
recorrente bidimensionabu seja, conduas variaveigjiscutida poHarman (1981)01 i vei r a,
Al vePai&v a , & r0de &plorar o aumento dimensional, a partir da insergéo d
unidades imaginariaslo modelo de Fibonacci. Para isso, 4&na definicdo a seguir para os

nameros de Fibonacda formaG(n, m).

Definicdo 1: Assumindo os seguintes valores inici&g0,0)= 0,G(1,0) =1G (0,1) t e
G(L,1)=1 +#, podan-seescrever os numeros da forf@n, m usando as seguintes relacdes

(OLI VEI RAS RBALIVMVEA 201 7

G(n+2,m) =G(n km &nm
G(nm+2) =Gnm ¥ &nm
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Antes de demwmstrar o Teorema3 que antecede a discussdo das identidades
bidimensionais, € necessario apresentar o enunciado e a validagendd. Desse modo,

observe que:
Lemal: Sdo vélidas as seguintes piedadeOL | VEI RA, PRALIVMEAS2).0&1 7

G(n,0)= f,
GO,m)= f.i
G(n1)=f, +.i
GAm)= £, +fi

Demonstracédo:aplicase o segundo pringib de inducdo sobne, variandon = (0,1,2,3,...),

considerando a relacads(n+2,m) =G n kn) @nne os valores iniciais definidos

G(0,0)= 0 =f, e G(1,0)=1 =f, avaliase a recorréncia pana=0. Observe:

G(n+2,0) =G(n %0) G{(n,0):
G(2,0)=G(1,0) 1G(0,0) 4 f
G(3,0)=G(2,0) 1G(1,0) =2 f
G(4 0)= G(30)+G(2 0) 3 f;

G(n,O)=G(n -1,0) &(n 2—.0) f
G(n+1,0) =G(n,0) &(n L;0) fz
G(n+2,0) G(n %0) G(n0) fz

ftfe

Desse modo, verifieae que vale a propriedad&(n,0) = f, . Analogamente, também
se prova a Vvalidade deG(O,m)= fi, quando se considera a relagdo
G(nm+2) =G(nm ¥ G nn para G0,0)=0 =f,, G(1,0)=1 =f e G0O,1)=1i,
assim, analisase a recursvidade para n=0, ou sejaG(0,m+2) =G(O,m 3 G(O,m,

variandom= (0,1,2,3,.). Veja:

G(O,m+2) =GO,m 3 GO,m)
G(0,2)=G(0,1) G (0,0) £ G L=f,i=
G(0,3)=G(0,2) 4G(0,1) & i+ 2=, =
G(O4) G(O3)+G(02) 2 i+ B=f,i=

G(O,m)=G(0,m-1) 60,m 2 ,{=1
G(O,m+1) =G(O,m) ©0,m 1) f5i

GO,m+2) =GO,m 3 GOm)=f i + i £ ,i



60

Seguindo o mesmo principio de inducdo, demorsdtraa propriedade
G(nl)= f +f i, contudo em relacdo &(n+2,m =G(n ¥nm & nn e assumindo os
valoresG(0,0)= 0 =f,, G(1,0)=1 =f, G(0,)=i e G(1,1)=1 +, avaliase a recorréncia para

m=1, isto €,G(n+2,1) =G(n %1) G{n,1, comn=(0,1,2,3,...). Daisegue que:

G(n+2,1) =G(n %1) G{n2l)

G(2,)=G@1L1Y) (01 4 * 1=1H ) #G L, G &1)
GB31)=G(2,) 6Ly =2 & 1= 2+ ) G £0,1)f,G &)
G41)=GB1D G121 3 ¥ P= 3t ) #G £0,1)f,G &1

G(MD=GN-11) B 21 &GO [ELY { =f,i*
G(n+11) G(nl1) &(n 1;1) (=GO, {,+G@Q1) f,=f,i+
G(n+2,1) G(n 1) 6D f[zG0D [#+6MD f,= [,

Por fim, segue a prova analoga@él,m)= f ., +f i. Porém, considerse a relagdo
G(nm+2) =G(nm ¥ &nn e os valores iniciais definidosG(0,0)=0 =f,,
G, 0)=1=f, G(0,)=i e G(L1)=1 4, analisase a recorréncia para=1, ou seja,

GALm+2) =G, m 3 G(1,m, param=(0,1,2,3,...). Note que:

GL,m+2) =G(L,m 3 G(Lm)
G(L2)=G1L1 +G(10) =2 i+ f=fi+
GL3)=G12) 1LY 3 * f,=fi+
GL4)=G@L3YGL2) 5 & f=1fi+
G(‘l,m):G(l,m.-l) Sl m 2 .= it

+1

GLm+1) =GLm SLm ) f5 fH
GLmM+2) =GLM+1) GALm) F..i f,i

Com origem nas relacfes de recorréncias, nos vailuigais assumidos na €finicdo
1 e partindo da validade do.ema 1, sera investigado o0 comportamento de
G(nhnm+2) =G(nm ¥ & nn, para qualquer valor natural de, quandom =

(0,1,2,3,..). Assim, teremagie:

Teorema 3: Para dois inteiros,mi N, os nimeros da form&(n, m s&do descritos por

(OLI VEI RA, PRALIVMEAS2)0&1 7
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G(nm= f fu i il

Demonstracdo:Descrevese que:

Gnm+2) =Gnm ¥ Gnn

G(n2)=G(n1) +G(n0) #G(n0) 16(nl) ,G(n0) fE(nl
G(n3)=G(n2) +G(nl) 2G(n0) 2G(nl) fG(n0) .f&(nl)
G(n4)=G(n3) +G(n2) 26(n0) 36(n1) fG(n0) ,f&(nl)

G(n,m)=G(nm-1) Bnm 2) k,An0) fAn) fsf L .+
:fn(fml +fm) ﬁ-m'L'frri G(n!m) fﬁme fn.tfnl

Figura 5 - Teoremafornecido por Harman (1981).

which is an example of the well-known generalized Fibonacci sequence considered
by Horadam [3] that satisfies

Gin, 1) = F,_,G(0, 1) + F,G(1, 1).

By substitution
Gin, 1) =4iF,_, + (1 + 2)F, = F, + ‘:‘.(F'ﬂ_l + Fo),
land so by (2.1)

G(n, 1) =F, + iF,,.,. (2.6)
Recurrence (2.3) together with initial wvalues (2.5) and (2.6) specify an—
lother generalized Fibonacci sequence, so that
G, m) = F,_,G(n, 0) + F,G(n, 1)

= Fpoan F g (Fy o+ 2Fpq) = (Fpyq + FplFy + v*mfn+1) 4

m=1"n

fand so by (2.1) the complex Fibonacci numbers G(n, m) are given by

Gn, m) = F,F_1 + 1iF,4.F,. (2.7)
It can be noted at once that along the horizontal axis &G(n, 0) = F,, and
that on the wvertical axis (0, m) = ¢F,. Also, the special case n = 1 corre-

sponds to the complex numbers considered by Horadam [4].

3. RECURRENCE EQUATIONS AND IDENTITIES
Combining (2.2) and (2.3), it follows that
Gn+ 2, m+2)=Gr+1,m+ 1)+Gn+ 1, My +G(n, m + L) +3(n, m), {3.1)
Fonte: Harman (1981, p. 83).

Vale comentar que, Harman (1981, p. 83) comete um equiv@roFgura 5 ao

apresentar esse teorema, pois o autor trocou o térmopor f,,,, assim, evidenciando a
seguinte expressaG(nm)=f . f 4 fQO, f . Contudo, Tasci & Yalcin (2013, p. 213)

indicam a forma correta do teorema, que é representadd(pon)= f ., f +f O, i.

Com isso, constatse a validade d@eorema3, nesse sentido, serdo demonstradas
certas identidades bidimensionais para os numeros de Fibonacci na sua forma complexa. Vale
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ressaltar que as identidades a seguir representam uma extassaenidimensionais,
exploradas anteriormente.

Identidade 7: A soma dos numero$s(n, m) de indice impar é determinada gforL | VEI RA,
ALVESPAL VA2017

é. G(ZI + 1’m) :f2n+2 'fm 4 G_on 3 1)fm| -

i=0

Demonstracdo:Partindo da relacads(n+2,m) =G n k¥ n) & n npara qualquer valor

natural dem, segue que:

G m=GLm +G0m YQLM =G2, M G0, M
G(4,m=G3m +G2m YA3 m =G4 m @2 m
G(6:m)=GEm +G4m YA5 M =G6, m G4, M

G('n,m):G(n-l,n) G n2;n \?@nl,-m. Gnin G2, m
G(n+2,m =G(n kM &nnm Gh+lm =Gn 2 Gnm

G(2n.+2,m) =G(2n },r.n) @&2nn) Y{Zn.l,m) @n2m @&

Recorrendo a propriedadé(0,m)= f i e ao teorem&(n,mM= f f ., +f , f.i

4+ 'm>?

segue:3 G(2i+1m) GLm) €3 M .+ G Lm .. 4G2m Lm + Q0,#)- G2n 2 n)

i=0

= i fofue Thafd 6@ 1M f,5f,,, (5,00,
i=0

Identidade 8: A soma dos numero§s(n,m de indice par ndo nulo é determinada por

(OLI VEI RA, PRALIVMEAS2)0&1 7

AGEIM=(hy D e ¢, D

i=1

Demonstracdo:Na sequéncia a segugpnsiderase apenas 0s numeros de indice par até a
ordan 2n, assimtemse que:
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GEm=G2m +GLm Y& m =G3 m G,
GGm=G4,m +G3m Y4 m =G5 m @ 0
G(7,m)= G(6,m) +G(5,n) Y@e m =Gz, rT) @, M

(n+1m) G(nn) G n 1 ‘iﬁnrh @nl n Gl n
G(2n+1,m) =G(2n,n? €21 1m) YG(2n, m =G2n m) g2n 1

Aplicando a propriedad&(@,m)= f ., +f ieoteorem&(nm= f f., +f ,f.i

ndt 'm"?

temse que:_'aT_G(Zi,m):G(Z,m) +G4,m + &nmnm .+ G2nn G m Gnrl m

-(fm+1 +fn4) #Znﬂfm} fj-n 2°rfr]n a\G(Zm) (onl ) m1 +(f Znt +1)f|’n

i=0

Identidade 9: A soma dosn primeiros numerosG(n,m) com indice maior que zero é

determinada pofOL | VEI RA, PALIVMVEAS2)0&L 7
aG(I m) ( n+2 )fmﬂ e-fn 3 Z)fml

Demonstracdo:Recorrendo a relaca@(n+2,m =G n % n) & n n), serdo somados 0s

namerosG(n, m) até a orden n, para indice maior que zero. Veja:

G2m=G{Lm +G0,m YGLn =G, m G0, m

GEm=G2m +GLm YQ2,m =3 n G n

G4m=GE3m +G2,m YE3n =@4, n €2 n

G(5m)=G(4,m +G3,m YQ4m =G5 m G3 0

G(6,m)=G(5,m +G4,m YG5 n) =G6, n {&m)

G(7,m)=G(6,m +G5m YG6 n =G7, m G5, n
G(n-2,m) =G(n 3, @&n4-m &n3, H Ga2 N Gnd
G(n-1L,m =Gn 2,mM &n3m &n2H GaAlL N Gn3 |
Gnm=GnLn En2zm €nl-m Gnp G2m)-
G(n+Lim =Gnm Gnlm ¥nh €nl n Gl m

Aplicando as propriedadesG(0,m)= f i, G@Lm)=
G(nm= f f. +f i segue:

f., tf, e ao teorema
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4G(,m=60Lm +G2,m + &n L Gnn

i=1
= GOm) &nm GLm Gnl rh =
= -fmi (I-fnfrml f-lﬁ fr#}) (f m f in)+ (f nlﬁ: m1+f n; J!I-n)
_fnfm+l _fm{ -'fn:bL m 1+ (+f an+m fm - f n2f:r|-)ri
\ a. (fn +fn+1 g')'fm-ﬂ. (+n+1+ f 2)fm|

i=1

Identidade 10: A soma dos primeiros quadrados dos numer@¢n, m) € obtida quando se

aplicao somatériOL | VEI RA, RALIVMEAS2)0&L 7

aG(ImZ_[(l n+1 nﬁ’)f2 n 11 (ﬁ-n1+ n2 +1)fmf

i=1

Demonstracado: continuando o raciocinio da demonstracdo da identidatkrior, podese
verificar que:

G(L,
G(2,
G(3,
G(4,
G(5

mR=[G2m -GO,M.GL M Y& MmE m- @ M@ i

mR=[GE,m -GLmM.G2 M Y@@ M@ m-@ n@ in

mE=[G4m -G2mM.G3 M Y&, Mm@ m-& NG in
mp2=[G5,m -G3 M. G4 m Y Gm)G(4 m)- GE3 m 4, n)
mp2=[G6,m -G4, M. G5, m Y&, m&, m- & neG n

G(n,m)ZZ[qn'ﬂ.,n) 'Qn]-"m]] @ﬂm @nl, ')’ﬂ@,n)m (G'rj-! )I'F(Gri

Dessa forma:

'aT_G(i,m)Z =G(L,m2 +G(2,m? +. &(n m?

i=1
= G(,m).GO0,m €n L+rm.qn n
(fo ®DED (MRt T8t RDE o F o)
= m+lfn", f+2 f_rq'-fn-lt m i_lﬁrr m1+.r rf n2* +|‘I nlll t nzf_ fz

VAGHM2=[A -ff ) Bfuf] (Hodo fab 80 F Rl of W

i=1
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Identidade 11: A soma de seis numerds(n, m) consecutios € divisivel por quatro, sendo

determinada pofOL | VEI RA,

5

RAALIVMEAS2) 081 7

aG(n+i,m =A.G(n 4,m.

i=0

Demonstragao: Utiliza-se G(nm) = f{ f,, +f ,fi paradescrever os nimero&(n, m da

seguinte maneira:

G(n! m): L frrr+1 +fn11'

G(n+Lm =f.. 5
G(nt2,m) =f.,.§
G(n+3m =f,,. %,
G(n+4,m) =1.,.1,,
G(n+5m) =f.. 14

f i
£ 0]

n 2" 'm
fi

+

n3 m
# 4. f

£ .00
£ .1

5
Note que:g f., =4.f ,.ed f.=(f, + )

i=0

= Hp Fo

n+3 nb

5

i=0

:(fn +fn+l ﬂ-n12

6
e-fn 3+ fn-|-4)+ fnt’; +fn 6++fn 3:tn5 -f+n5 f-lr-r6

i=1

f+,. f.x.4f=. Portanto:

4 G(n+im) Bnm Gnl+M @&n2, M GH3 M Gnd ;n+Gns+

4. 3 52 0
:ﬁ fn+| 8m{ + %n [ 1:nJO =
Gi=0 - i € -
:4'fn+4 fm-ll +4fn Erfnl =

=4(f,,.f., H. o f0)

\ é;G(n+i,m) 4.G(n 4m).

i=0

Identidade 12 A soma de dez niumerds(n, m) consecutivos é divisivel por onze, é descrita

porOLI VEI RA,

RAALIVMEAS) 081 7

9
a G(n+i,m 41G(n 6,m)

i=0
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Demonstracdo: Assim, como na demonstracdo anterior, de modo analogo, aplicando

ipara escneer os numero$s(n, m, comoa f. =11f . e também

G(n rn) t1 tn+l n-!l m

10
é. fn+i :(fn 1 1. i-n (}) frT7+ "'+fn 1-(S-+

i=1

=45 oy Ha fe (fFe. o .
=41 H. 5 Z{fn 8 (ﬂ-n T )
=4f., $Bf ., 4f o =
=41 B, Hf, o i) =
=41, #f 5 Ff, . =
-11f,.,

Segue que:

4 G+im <Gnm Gnlwm G2 H . +GmS N+ 6% o

:(fn +fn+l -f-nQ ot fnt& ng-afml+(fn1++fn2 :rf-n +-'I-' fnfsl- f+n+10)f1in+
_&,

1-O: bz

ﬁao
—
=1

Ea
IO-rO

i +11.1=n L

fn+6 mt
_11( n+6 " m11+fn Trfn!)

\ éG(n+i,m) 31.G(n &m).

i=0

Além do mais, Harman (1981, p. 83) explica que o teorarsaguir descreveatraves

de uma funcads(n, m, um valor Unico dé5(n, m correspondente para cada ponto no plano

(n,m). Desse moddp) nao foi discutida pelo autor. Assim, segue:

Teorema 4. Para os numero§&(n, m) com indices inteiros quaisquer, valem as seguintes
propriedade¢sOL | VEI RA, PAIVMEAS2)0&1 7

(@) G(n+t2,m+) Hn Iim D+ A Lt Gpiml) Gnip
OG(-(n ), m2) G(nd), ml) GEn{my G(nd),-m-6+H 1

&
]
i
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Demonstragcdo: Como G(n+2,m) =G n kM Gnne G(hm+2) =Gnm ¥H Gnn,
podese observar ques(n+2,m 2) €(n 2tm 1)+ #h 2, . Assim, aplicando a relacdo
recursiva, tenrse: G(n+2,m #) §n 2ym )+ QGn 2,mr Gnd mB Gomi Gm2, m
=G(n 4m ¥ &Xnm D+qn 1 M+ GnH(a)

A vista disso, podese compreender qu@+1,m 4),(n,m 3,(n 1 e (n,m), sio
as coordenadas dos pontos nonplaDesse modo, poe® obter um numero subsequente
representado poG(n+2,m +2). Esapropriedade conf or me Har man (198
i nteressante vers«o bidimensional da recorr

ndo discu G(-n, m) #£,,f, f+ f Q i, contudo, quando se avalia essa relacao,-peder

G(_ n, _m) :t—(m 1) f p f m+ f (n—:l_)(.j-i—i ( 1ﬁj2 Fm l)_( +1)ﬂ B f n (_1)“ :B—f m 6_ :I')IJ 2-'T-( nil) I+C
=( D", D TE 0 ODETYE LfL f f .ti], assim, tense

que G(-n, im) E ™™ * G(Hm) é valida para todo pan, m) deinteiros quaisquer. désse

sentido, ao avaliaG(- (n ®), (i 2¥), segue que

G-(n ), (m 2) (FE"?Gna@m 2 + =
:( _1)(n+m)5 (m] Z,m 2) + -
=(P™M P [@n Lm 1) +G(vm 1) En i) &nni+ =
=(D™"° G Lm 1) H IFT¥ G(nmOY) (LF™#G Lm q ¥ Gany
:( _1)(n+1+n Hl@(n 31-,m 1)_ (_1)n m+l 1+ G(n,@l 1) (_H_)nl_mﬂ._+G(+n an ( 1)1+m1 Gh'n)
=G({n B (m D)+ G(-n (m1) &(nd), M & pm+ - -

Finalmente, obtéme G(-(n ), (M 2» G=(n ), (M 1)) &G n €m 1)
-G({n B m G+n m (b), que é uma relacdo ainda ndo discutida pelos autores

consultados.

Destarte, 0s numeros Gaussianos de Fitmnaerdo explorados parama

representacada FOormula de Biet. Rira isspsegue o0 seguinte corolario:

Corolario 2: Os numerosG(n,m) sao decritos," (n,m), pelas seguingférmulas variantes
deBnet(OL1 VEI RA, PRAIVMEAS2)0&1 7
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1\e(a) G(nm:an+mi@(l,l) - D( [Z-I-)a m a b |)ﬂ' b

i @- 5

") G(-n m) erems 35 ®AY -4 B ba * & b iy
r o

Demonstracdo: ConsiderandoG(nm = f f ., +f ., f i e aplicando a Férmula de B

podese ver:

G(n,n]): Lt'ml +fnilfmi =

da'- £ & & -6 0VA-"h S0ad
é‘ea-b+§&b S‘éeab E-gl

_an+m-}._ éf B:H_ mé+ nb_'_nmﬁ:- nmﬁ +_nl Ig gnl im+b n_éﬂ.

@a- o | (&)
_a"ma+i) -4 K bi)a " ¥ biw,
B @- o '
_am™miGLl- 4 B Hi)a-" ¥ b g
) @- o '

a"miGLY- & B( bi)a-" & b iy
@- &

para o item(a). E, de modo analogo, aplicando a equivaléricia=( )" f, €1 *f para o

Logo, podese concluir que G(n,m =

item (0), obteémse G(-n, m) F f, ., fr o f0 (BF (D fa, (D ERCDTHE-

=D iy R ("G00

m+1)

Continuando a investigacdo do aumento dimensional do MF na forma complexa,

seguir, sera feita uma abordagem tridimensional da relacdo recorrente de Fibonacci.
3.14 Relacbes Recorrentegifiimensionais edentidades

Harman (1981, p. 835) exp i ca que Ailos n Yam@&mrgssdod enot
definidos no conjunto de Gaussianos Inteirgsny = n + mi, onden e m sao inteiros. Por
analogia direta com a recorr°ncia ¢l 8ssic
complexos de ibonacci seestendem a dimensfes superioresfirA de se fazer essa

verificagdo, nesta segasdoesbocadsias identidades inerentes a relacdo recursiva do caso
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tridimensional. Mas antes, analogamente a versao bidimensional, sera verifichdada o
Teoremab, partindo da definicdo e do lema a seguir:

Definicdo 2: Considerandos seguintes valores iniciais definidas¢0,0,0)= 0G (1,0,0)="
G(0,1,0)=i G (0,0,1) = G (1,1,1) =1i +j G(0,L1)=i 4G (1L,0,1) 2| e GLL0)=1+,
tém-se que & numeros da famra G(n,m p devem satisfazer as seguintes condicdes

tridimensionais de recorrénd@L | VEI RA, RAIVMEAS2)0&1 7

G(n+2,mp =Gn tmp &nm}p
G(nm+2,p =GnmEp &nm}p
G(nmp+t2) =Gnmp3 &nmp

Lema 2: Valem as seguintes propriedades- | VEI RA, PRALIVMEAS2).0&1 7

G(n,0,0)= f,
G(nLL)=f, +f i # .
G(NL0)= f, +f i

G(n 0= £, +f..]
Demonstracdo: Para a propriedade G(n,0,0)= f, considerase a relagédo
G(n+2,mp =GAn EmpPp &nmj} e os valores iniciais G(0,0,0)=0=f, e

G(,0,0)= 1=f, dessa forma, avalse a recorréncia param=p=0, isto ¢,

G(n+2,0,0) =G(n %0,0) G-(,0,0, variandon = (0,1,2,3,...). Observe:

G(n+2,0,0) =G(n %0,0) G-(n,0,0)
G(2,0,0)= G (1,0,0) 4G (0,0,0) =1 f5
G(3,0,0)=G(2,0,0) 4G (1,0,0) =2 f=
G(4,0,0)= G (3,0,0) 4G (2,0,0) =3 f=
G(5,0,0)= G (4,0,0) 4G (3,0,0) =5 =

G(n,0,0)=G(n -1,0,0) 6( 2,0,0) f

De modo analogo, para a proprieddsin,1,1)= f +f ;i # ,]j, recorrese a relagao
G(n+2,mp =Gn ¥mp &nmp onde os valores iniciais saof, =0, f, 4,
G@1L1)=1+4 f,e G(0,1,)=i H.Comisso, avalisse a recursividade panmap=1, isto

e, G(n+2,1,1) G(n %11 G(n,L] sendn=(0,1,2,3,...). Veja:
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G(n+2,11) G(n 311 G{,11)

G(21D)=G(L,L1)+G (0,11) =1 2 P f,G (0,L1)f, G+ (L11)
G(BL)=G(2,1L)+G (L1l =2 B8 B f,G (0,1,1)f, G+ (L11)
G(4,1,1)=G(3,11)+G (2,11) =3 ® P f,G (0,1,1)f, G+ 1)
G(5,11)=G(4,11)+G (311) =5 B8 P f,G (0,L)f G+ (L11)

G(.n,1,1,1)= G.(n -111) 60 211 [5G (O,'l,l) f& L1LY) f =f,i+f,]

Sendo assim, prossegse para G(n1,0)= f +f i, recorrendo a
Gn+2,mp =Gn tmp &nmjparaf,=0,f A,G(1LL0) *ieG0O1L0)=i.

A recorréncig avaliadgparam=1 ep=0, isto é¢,G(n+2,1,0) =G(nh %1,0) G(n,1C, variando

n=(0,1,2,3,...). Note que:

G(n+2,1,0) =G(n %1,0) G-(n,1,0)
G(2,1,0)=G (1,1,0)4G (0,1,0) =1 2 f,= f,i -
G(3,1,0)=G(2,1,0)4G (1L1,0) =2 B f,= f,i -
G(4,1,0)=G (3,1,0) 4G (2,1,0) =3 & f,= f.i-
G(5,1,0)= G (4,1,0) 4G (3,1,0) =5 B f,= fi-
G(n10)= G(n -11,0)+G(n -2,1,0) £  f,i

n+1

Finalmente, continuando por indugéo, a propried&d®,0,1)= f +f ., j € provada
através da aplicacdo da recorrén@én+2,m p =G n Fm p & n m jconsiderando
os valores definidos, =0, f, 1,G6(1,0,1) % j e G(0,0,1)= j, desse modo, verificae a

recorréncia paran=0 e p=1, ou seja,G(n+2,0,1) =G(n %0,1) G+n,0,], variandon =
(0,1,2,3,...). Segue que:

G(n+2,0,1) =G(n %0,1) G(n,0,1)

G(2,0,1)=G(1,0,1)+G (0,0,1) =1 ® f,= f,j+
G(3,0,)=G(2,0,)+G (1,0,1) =2 B f,=f,j+
G(4,0,1)=G(3,0,)+G (2,0,1) =3 % f,= f,j-
G(5,0,)=G(4,0,)+G (3,0,1) =5 8 f=f;j-

G(n0,1)= G(n -10,1)+G(n -2,0,1) % f&, |

n+l

Analoganente, aplicando o segundo pripici indutivo sobren nas relagcdes recursivas

obtémse as propriedadess(0,m0)= fi, GO,m= fi +f . j, GAmO)=f, +fi e

m
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G@Am1)=f, +fi f ,j. Ademais, porindugcdo emp, constatese as propriedades

m

G(0,0,p)= f, ], G(0,1,p)= f,.,i +,j, GLO,p)= 1, +,j €GLLp)= 1, + i #].

Teorema 5. Os numeros da form&(n, m p sdo determinadpsais quen,m, pi N, por

(OL1 VEI RA, PRPAIVMEAS2)D&L 7
G(nm D_ tntn-i—l pt f fpl-i- -fnlfl-mlf-ipj'

Demonstracdo:Assim, quando se investiga 0 comportamento das propriedadesrdpdas

anteriormente pamm=1, 2, 3, ...n1, temse:

G(0,0,P)= (f, fo, )i +f ] &)]
G(0,1,p)= (ffo.y )i o, ]
G(0,2,p)= (f o) +Hof]

G(O,m- 1, IO) (o o)l £ 1]
G(O m, p) (tn 1:P+1)| +fm-l1 pJ

o

Desse modo, provsea veracidade dogoremab, por meio daesuaaplicacdo para =

(1, 2, 3, ...n-1), na seguinte situacao:

G(l m, p)_ i tn+1 pi +f2 fm fp ¥ -fzfm 1-+f pj
G(2 m, p)_ E tn+1 pi +f3 fm fp ¥ -FSfm 141: pj
G(3 m, p)_ .g tn+l p4 +f4 fm fp k'S -f-4fm 1j pj

G(n' 21m p) :t.-z tn-ﬂ.fp]:f- -anlfmfp1+ f+ fmlfpj
G(n- 1 m p) :E tnﬂ fp B -'fn fm fp 11 t"l-l-fm+1 pj
G(nmp)_ tutn+l pt f f fpll -fnltrmlfﬁoj

Nesse sentida@omo uma extensdo das identidades bidimensionais, serdo discutidas as

seguintes identidades tridimensiona@a os numeros de Fibonacci na sua forma complexa

Identidade 13: A soma dos numero&(n, m p de indice impar é obtida pO L IEM RA,
ALVESPAL VA2017
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aG(2|+1m p) 2n+2 mﬂ fp]r {-on 3+ 1)f fp1+ (fj-n3+ )ml'f+pi

i=0

Demonstracdo: Partindo da relacads(n+2,m p =G n ¥ m) & n m ), para qualquer

valor natural denep, assumesen = (0,1,2,3,...), assim:

G2mp=GlLmp+Aomp YG mp =G mp -@, mp
GAmp=GEmp+aA2mp YGB m) =& mp -@ mp
GEmp=G5mpP+A4mp YGB mpP =G, mp -G mp

Gnmp=Qnidmp «Gn2zmp ¥Bnl-m=Gnmp-Gn2mp
G(n+2mp =Gn tmp Gnmp WHnl+mp Gn2, mp Gamp

Gn+2,mp) =G2n tmp @2nmp Enlimp) @n2mp @nm

Recorrendo a propriedadeG(O,m, p)= f,.f,i +f ,.f.j e ao teorema

G(n m @_ tnfm—l pt f fpl!— _fnlt—ml +pJ' Segueque

n

aGi+1m,p) =G@,m,p) KBBmp .+ GEn 1mpP .. 324 L M

i=0
= 60mp ©2n 2rmp =
= -(fm'fp+1i i-m-&fp]) f?n& m1+f pl+ fz"ﬁs'tm p 3‘f ml

\ aG(ZI +1m p) 2n+2 mﬁ fp * (I-on 3+ 1)'fm pl ( n+3 _l)fmﬂ'f pj'

i=0

Identidade 14: A soma dos numerosG(n,m p de indice par é determinada por

(OL1I VEI RA, PRALIVMEAS2)0&1 7
é G(2|,m, p): (f2n+1 _1)'fm ﬂ'fp ¥ (-on 2+ 1)fm 'fp 1i+ (fa-n 2 + 1)fr?1 1f4pl
i=1

Demonstacdo: De modo analogo a demonstracdo da identidade anterior, no entanto,

considerase apenas 0s numeros de indice par até a ddevieja:
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GEmMpP=G2mp+ALmp Y2 mp =@ mp -G mp
GEMP=G4mp+A3mpY Y&, mp =@ mp -@ mp
(7mp) G(6mp)+C{5mr)YG6,mr) =@/, mp -® mp

G(n+1,m,p) =G(an Gnlmp YEnm)BG(n 4mp GnLmp
G(25+1.m,p) =d2nm9 42 n 17539 Womp @nlmp @nl w

Aplicando a propriedadeG@,m, p)= f.,.f,, +f.f i + ,.fj e o teorema

GNM P= ffunfa *hafiful £1fnifyl

nl%ma1 4pJ’ aSS|m,tem-S€ que:

6@ =6Rm P+ Y + @nm) .+ Gom )

= G0Lmp &2n limp =
-(fm+1'fp-& +fm'fp1j- ﬁ-mljd) fj-nl'f+m1'f+pl IZanﬂ’f pl +2n; mJ Jp

\ a G(lem’ p) :( f2n+1 _1)'fm ﬂ'fp + (l-on 2+ 1)'fm'fp+1i +(f2n 2 1)fm ]Ff pl :

i=1

Identidade 15. A soma dos primeiros humeross(n, m P com indice maior que zero é

obtida pelo somatérifOL | VEI RA, & PPALIVVEAS2)0 1 7

a G(Iiml p) = (fn+2 1) m 4 p g Q-fn 3+ Z)fm p 1 (f+ +2)f-m lf J
i=1

n3

Demonstracdo:aplicando a relaca&(n+2,mp =G n tmp & nm ), devese omar

0s numeross(n, m p até a ordenm, para indice maior que zero. Veja:

G2mp=GLmp+Q0mpP YG mpP =G mp -@ mp
GEmpP=G2mp+ALmpY YE mpP =@ mp -@ mp
G4mp=GBmp+A2mp YEB mP =G mp -@ mDp
GGmp)=G4,mp+E3mp YGL mp =@, m)- GBmp

G(6.mp=G5mp+Q4mp YG mpP =G mp -G mp
G(7,m p)=G6,m P +Q5mpP YG, mp =G, mp -G mp

G(n-2,mp =Gn 3mp &n4mp &n3mp 672, mp Gnd m
G(n-1Lmp =En2mp 46(n 3mp W@n2zmp Gnlmp GNn3 m)
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Gnmp=@Gnimp Gn2zmp Bnl-mp Gnmp G2, M
G(n+tlmp =Gnmp Enlkmp Gnpmp &L 4mp G, m)

Recorrendo as propriedadee ao teorema G(O,m, p)= f,.f. i +f ,.f ],
G(l,m, p)= tn+1'fp-1k +fm'fp :l:fi _fmla—fpj’ G(n’m F)z tl tn+1 fpi +fn kfmfplj- -fnlt-mltpj'

segue o0 somatoério:

n

acGimp=GLmp +@2mp + HEnlmp Gnmp =

i=1
= GO0mp €nmp & mp &nlmp =
= Aol Bl ) T of o Pl LT o Ful e O of w P58 T I,
+fn+lfmilfp]:L +fn2Imfp+1i+fn+2fm]rfpi =

+1)fm41fp1;L (+1 -fnlt 1 fﬁz)rﬂ-mfpi + ( 1 f}-nl-wt»l A n2)f+'m1f+;j+
(fn+2 '1) fmifplr ffn 3+ 2)fmfpi+ (f?l]-3 +2)f-mlf 4

=(f, 4

e

Identidade 16: A soma dosn primeiros quadrados dos niumer@n, m p € determinada
por(OLI VEI RA, RALIVMEAS2 0&1 7))

éG(i,m, p)2:( fnf +fn fn+1 fri{ -fn Bfn 2+ffn)ff)1+ (i-nfnZ + fi-li l)f-mf mlf pr.

i=1

+ (fnfn+2 +fnz{£ ]:) frfl prf lej (ﬂ-n 1f+n 2 +1)(2f mf mlf plf la] f zm-{f Z;L« 2)'

Demonstracdo: Continuando o raciocinio da demonstracdo da identidade anteriors@ode
verificar que:

GLm pe=[G2mpP-GQOmpP. @ mp Y@ mp@& mp- ® mplG, mp
GRmpP=[GBmpP-ALmpP. G mp Y@ mp@ mp- G mp, Mp
GEmM pP=[G4mpP-Q2mp. @B mp Y & mp@ mpe2mpG3mp

G(Amp?=[G5mpP-A3mp. & mP Y mpG, mp- @ mpds, mp
GGB.M p2=[G6,mpP-A4m .G mp Y mp® mp- @& mpsc, mp

GinmpP?=[Gn4d,mp -GnLkmP EGmp=GnedmpGnmp -Gnl; mpGnm

Assim, segue que:
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A G(im pR=GILm P2 +G2,m P2 +. &nm P

i=1

-GAmp.GOmp+AnimpP. Gamp =(f..f of4L 0 S SfI.CGFL0 L)
+(fn+1fmifpl+- +fn ZImfpli+ -fnzfmlf 4\)(1: I mif pa f:—'ﬁf rnﬂjl f +r-1€ n£ J;)
= -ffodd (Frefon B Fod T8 0) F of ) € of o fof+L o £4))

+fnfm+1fpi'(fnl+fmltp1 ++fn2f1-nf pi +:ﬁ-n2f mlf -,J)- ftf tnﬂjl(f ni n’ﬁ +pl f+ n +fm ipl+
+fn+2fm{fpj) +fnl+fmltrpi(fn1f+mlf+p1 t+n2f rﬁ pil I-IBI mi— Jp)+ f:fm_ nﬁzip1+ f 2fm-'gpl
0 PR 4 R O 6 Y S (0 [ S I O 6 AU 15 £ 20 A % A P
+fnfn+2fni-lkfpfpl+j -Ffrflt-mf m1f+2pi +f_ nlf an 2rI 2pl f++n n’:fr tn+mI pi -Up I Zfﬂ 2rITl f+p 1:ﬂ_+
+ f f ff fp1+.f pIJ + nlf+n2f+2m1f prZ éf 2m f-l?f n1f 2m1 f+ﬁI nL 2)11:+2p1

ntl 'n€2 'm mbk
n+2 +fn2-ll 1)fmfm1+ff)li+ (ﬁ-nfn2+ fit +:I')f %nlf J p:lj +(f nif+n2 14)2 _In mI pI+ijp +
+(fn+lfn€ _1)fr721 lrf;jz'

+(f 1

Simplificando® G(i,m, pP=(f> +f, f,, 2, £.,f 02102, (F.f,, . % Dff f2

i=1 pL+
+ (fn fn+2 +fnzit ]:) frfll\tfpflej (ﬁ-n 1f+n2 +1)'(2f mf mlf +p1f “ f Zn;l-lf 2J+ 2) Ou ainda

i=1

A=(f2 +f 02, £ .0, 02028 &8 f2.C f&f.f D, 26=f f f E f2 42

Identidade 17: A soma de seis nUmerd@ds(n, m p consecutivos é divisivel por quatro, isso

fica explicitopofOL | VEI RA, PRALIVMEAS2).081 7

5

aG(n+imp =.Gn 4mp

i=0

Demonstracao:Usase G(nm p= f .. f,, +f %, f,.1 + %, f,jparaescreveros

namerosG(n, m p, dai:
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Gnmp= f. fu- £ + e G- ful A0
Gn+im p = fu oo o fofoul Bofun by
Gn+2,mp =f,-fa by Hoah fool o ffo]
G(n+3,mp =f.;. f4f b ¥ H, 4e foe fp1+ ft 4 fon- fpj
Gn+tamp =f, fia-fs Hse b f LERSPREY
Gn+5m P =fs- s b Hoefoforle Hofnofyl.

pl+

6
Comoa f..=4f ,e af . =4f . Assim:

i=0 i3

4 G+imp =Gnmp Gnlmp GnZ ;P . + GAS5 mip

i=0

:(fn +fn+1 {I-ne fn+3 fn-li+ fnS-)'+fmlfle +(]c + tnz +f+n3 f++n4 f'lés fnﬂafntfﬁl
+(fn+l +an ﬁ-n3 n4+ f t+ fnﬁ-)-jmlfp] =

5 62

. Gl
m1 p+1+ @- fn+ Of ll + %nw frr(:lf+pJ =
Ci=1 - |£}
op TAT S g, ) =

ns5#m pl+

=4G(n +#4,m, p).

Qo

&S

f

- DO

N+
i=0

=4.f .f f

nt4*'mt

O

Identidade 18 A soma de dez numero&(n,m p consecutivos é divisivel por onze, é

expressapailOL | VEIARNESPAI VA2017

9
4G(n+imp 41G(n 6,m p

i=0

Demonstracdo: Assim, como na demonstracdo anterisera utilizado G(n,m p =

=f fafos H, . f.f 4 f f .f.j paa descrever os nimerds(nm p. E, ®mo

9
q f. =11f ., e a f... =11f .., segue que

i=0 i=1

9

a G(n+imp =(nm g +Gnl+mp &n2 Mp .. +GrI, mip

:(fn +fn+1 * fﬁl‘{;)fmﬂfp1+ (ffﬂ-l’ffnz + nlo)ﬂ-nI l 4(f ni +n "'++f nlﬁ)ﬁ- mi+13 :
a 0 g . & ,
zéﬁ- fn+| 8mi p1++ %nu 8""1“?' fn+i '8m-1'fpj =
i=0 - - i=1l -

~
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=1LE o f o, ALE f 0L R f ]

:11'(fn+6fmifpl+ +fn 7Imfpj+ -f'n7f+m1f 4)
=11.G (n +6,m, p).

Doravante, o MF sera discutido numa perspeatreémensional com o aumento do
namero de variaveis e suas respectivas unidades imaginérias. Assim, serdo apresentados

teoremas e definicdes.
3.1.5Relac@s Recorrentes ADimensionais e dlentidades

Nesta sefo com bases nos trabalhos Harman (1981)0O1 i vei r a, Al ves
( 2 0,1sdo)definidas algumas relagbes recorrertdsnensionais, as quais designam uma

expressdo generalizada para numérpgrcomplexos na form&(n, n,, n,,..., n,) comn

vaiaveis. Consequentemente, serdo apresentitasminadas identidades emergentearde
processo indutivo com origem na analise dos ndmeros Gaussianos de Fjlmmacema

variave| que satisfazem &ecorrénciaGf =Gf , +Gf ,, n T e, de acordo com Hal

(2013), igualdadds f, = f, + .., desde qu& f, =i e Gf, =1 +4.

Tabela 2 Identidades uni, bi e tridimensionais para os nimeros complexos de Fibonacci

Identidadespara os nimeros complexos de Fibonacci
Unidimensionais Bidimensionais Tridimensionais
a f2i-1 = fm n n
a G2i+1m) =f,,.f., a G@2i+1lm,p) =f,.5 . fy
n =0 i=0
i.a:.on2i+l - fm 2" +(f2n+3 _l) fml +( f2n+3 _1)fm'fp~&i GFZn 3 1)'f m l’j Dl
+(f2n+3 '1)i
afy=fn, 1
i=1 N . " .
a G(Zl,m): (f2n+1 -l) fmﬂ a G(ZI’m' p) = (f2n+1 -1)'fm-&'fp b3 +
n i=1 i=1
ia:1Gf2i :(f2n+1 -1) +(f2n+2 _1) fml +( f2n+2 -1)'fm'fp-&i ('on 2 1)'f m 1-1f pl
+(fnp )i
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A60m=(f, I,

i=1

a G@,m p)=(f,.

i=1

'1)fmifp]:+ +

i=1 +(f”+3 -Z)fmi +(fn+3 'Z)fmfpi (-'fna Z}fmlf+Pl
(s -2)i
: alelmpre = A4 {6, £, NBI CY
4 G(i,m)= o
i=1 +(fn+l'fn€ -1)(DJJ EJ )i
é. (fi)2: fn fn+1 :[(1 'fn+1.fn€) frT? ﬂ-n'fnbfrﬁll para: A:( fm2 +fn' fn+1' fnf{ _fanfn 2+fn21)' f;lw
i=1
+(£2 # f 0 BEf ] B = ffnafor C =faufofon
D=2, fo f  f,, E =262,

5
é. fn+i :4'fn 4

i=0

5
3 Gf, =4Gf ,

i=0

5 G(n+i,m =.G(n 4 m).

i=0

5
AG(n+imp =.G(n 4m p.

i=0

9

a . =11f

i=0

9
a an+i ::I‘len €

i=0

'a?_G(n+i,m) 41.G(n 6,m)

i=0

9

4 G(n+i,m p 41G(n &mp

i=0

Além do mais € valido considerar as identidades da Tabela 2, a qual apresenta uma
esquematizacado de como 0os numeros Gaussianos de Fibonacci se expressam quando se insel

outras variaveis e mais de uma componente imaginaria. Esse processo evolutivo é bastante

Fonte:Elaborago daautora

relevane para a compreensao da generalizacdo das relapdegriedades-dimensionais.

Definicao 3: Seja um numero hipercomplexs(n, n,, n,,...,

vale além da componente imaginaria 0 seguinte conjito de unidades imaginarias

n,) comn vaiaveis, paran >

2,

(m=j, m*..., m).Quanto as variaveis e sua notagéo,-senguen =n, . Desse modo

sdodefinidososvalores iniciaisa seguir

G(0,0,0,.. ,0)= 0
G(1,0,0,.. ,0= 1

G(0,1,0,.. ,0)= |

G(0,0,1,0,.. ,0F j
G(0,0,0,1,0,.. ,0¥ /m
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G(0,0,0,0,1,Q,. ,0¥ m

G(0,0,0,..,0,2F m_,
G@LL1.. .1 14 m ..+ %
G(O,1L1,.. IFi m + m,
G@0,1L.. 1= 14m + m,
G(@1104,.. F 14 A .+ %

GLL,.. ,L0F 14 m .+ g%

Com isso,0s nunerosda formaG(n, n,, n,,..., n,) devem satisfazer as seguintes condicdes

n-dimensionais de recorréncia

G(n+2,n,..,n) =G(n %n,...,n) &nn,.,n
G(nn+2,..,n) =G(np %..,n) &nn,..,n
G(nn,n+2...,n) =G(nn,n %..,p) €Enp,.,n

G(nn.n,....n+2) =Gnn,p....p 3 &np.,.n

Teorema 6: Os nimeros da form&(n, n,, n,...,Nn.), tal que n,n,,n,,...,n I N, sio

determinados por:

G,y )= ( 1§, o fe @ 10)) (firady, foaae 10,)10
#( oy, ofo, @ 1O m, A4 1 fmq) mo

Demonstracdo: Assim, ja foram demonstdes que as relagdesGf, = f, +f

Gnm=f {., +thefi e Ginmp=ff.f, +f.5.f.0 f.f..fj sdo validas.

Dessa forma, por meio de um processo indutivo, {sederificar que:

Gf =1 +H i
Gnm= f iy +h4 il
Gnmp= f fuf pt Bfmfpll -fnltrmlfmj
Gnmpa= f fu f bt tq]:# g pqul ni m1fqu1] Fi b f plfK
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G My 0)=( 6, fifye @ 10 (i, fy oo 1010
#{fafo ofe, Q1O m {1 4E e £, MO

Identidade 19: A soma dos numerdS(n, n,, n,,..., n,) de indice impar é determinada por:

aG(2|+ln2’ n ) :(f2n+2 nzﬂfn ¥ Of Q) +

=0

+(fynrs -1)(fn2fn3{ Of, Qi 1084 . f, QO .0, +., F, m)

Demonstragéo: Sabendo quealem os seguintes somatoériqq: Gf,,, = f,, , {f, , B)i,
i=0

a G(2| +1,m) :( 1:2n+2 fm -&) (+on 3 ])-fmi € a G (2| +1,m, p) :( f2n+2 fm-& fp ]:L) (+f2n 3+ ])( fm fp 1| m+1'f+pj)'

i=0 i=0

pelo processo indutivo, pode ter:

aGf2i+1: fm 2 '(fm 3 ]:)I

i=0

é. G(2| +lvm) :( 1:2n+2 1:m ﬂ) (+f2n 3 j)-fmi

i=0

aG<2|+1mp) { boa frafos) (o N fofode finf)

é. G(2|+1,m,p,Q) :(f2n+2 Jt‘n-ﬂfp]ffqll (+f2n 3+])'( fmfplfql + mlpr 1J +f m-{f plt K)
i=0

a G(2I+1n nn) :(f2n+2fn2ﬂfn3 1+O f“nQ) *
i=0

#(fs A)(fy, e -OF, Q1 TOL o F, Om O 1.6, +., #, m) O ¢
Utilizando o Teorema,@em-se 0s seguintes numeros:

GLn;,Ngp,1y)= G20y, 1,001 ) - GO, B )
G(3nz,n3, Ny)= G(4n2,ns, M) -G2n,n...q)
G(5,n,,n,,...,n,)= G(6,n,,n,,..,1n,) - G4,n,n...,0)

G(n- LNy, Ny,.,n) =GN0, 0, 0) -GN 29, 0,
G(n+L,n,n,...,n.)=G(n £,n,,n,,..,n,) Gnn,n,.,n
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G(2n+1n,.n,,..,n,) =G(2n 2,n,,n,.,0) €2np,q.. ,p

E, e fato:

aGi+in,n,,..n ) =

i=0

=G(,n,,n,,..,n) +G3,n,,n,,..,n) + &n L4.,n.,. ,0) ..+G2n Lnm., ,n)
= G6(0,n,,n,,..,n)) 6&@2n 2n,,n,..,n) =

:(f2n+2fn2 ﬂfn3 ]1-0 fnpl) (f2-r|1- 3+:I')(fn2fn3 1+ r*holiJrC”DrQ ifr!;Q""éfnnﬂ @ O+ fnz-l-ifn3 B er npz)

Identidade 20: A soma dos numeso G(n, n,, n,,...,n,) de indice par ndo nulo é

determinada por:

A G@2in,..n)= (s Df, of, 4. 0f O+

i=1

+(f,., -1)(fn2fn3,l LOF, Qi fOf+ . f O O f.OF, +., B, m”)

Demonstragéo:Sabendo quealem os seguintes somatori@®:Gf,, =(f,,.,, 1) (*, ., 1},

i=1
AGRIM= (T Diy @y Vi € & GEMP= (G D, yfy 6, U 1,0 Faf),
i=1 i=1

seguepor inducaq que:

é Gf2i = ( f2n+1 'l) ("fm ? 1);‘

i=1

aG@,m=(f,., Df , @, , D]

i=1

é. G(Zi,m, p): (f2n+1 -l)fm{fpb (+f2n 2+ lX fmfpli+ fm+1f*pj)

i=1

a G(2| m, pq En+l B )tn-ﬂ.fp}fq 1+ (+on 2+ ]X fmfplfﬁll + mlpr 1J jm{p{qu)

i=1

n

a G(2i,n,,...n )= (f,., Df, of,, .0 fnnq +

i=1

by D(f, 0, ¢ O, Qi 1,084 . f, Qn, O 1.0F, +o M._o
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Utilizando o Teorema,@em-se 0s seguintes nimeros:

G(2,n,,Nn,,...,n. )= G3,n,,ny,..,n)-GLn,n... ,N)
G(4,n,,n,...,n. )= G5,n,,n;,..,n)-G3n,n... ,n)
G(6,n,,N,,...,N, )= n)

G(7,n,, 1,0 ) - GE A
G(nn, N,...,n)=Gn4, n,n,..,n) -Ankn, . ,n
G(2n,n,,n,,...,n.)=G(2n 4,n,,n,,..,n) G2n Ln,n.. N0

E, de fato:

'a?_G(Zi,nz,ns,...,nn):
i=1
=G(2,nyN5,.0) G40, 1,..,0) £ &(nn,n.. ) .+ G2np,a,. n)
= G@n,,n,...,n) &2n Ln,,n,..,n) =

:(f2n+1 -1)fn2 {fn3 B"Ofan+ (f2n+2+:I-)(fnz-fn3 1+ fq] Q|+ f)nz 1fr5+O'Gnn+l @ O+ fnz-l-flfn3 B er @2 :

Identidade 21: A soma dos primeiros niumerogs(n, n,, N,,..., N,) com indice maior que

zero é determinada por

A G(i,n,un) = (fuy DF, o f, ,.0f 0+

i=1

+(fn+3 _2)(fn2fn3i Ofan| fn91tr¢ fq1 1@771 O fnzcllfﬁ3 1|-+ ﬂ'm ’7112)

Demonstragdo: Sabendo quevalem os seguintes somatoriog; Gf, =(f,, 1) *,; 2)i,
i=1

éG(iim):(fmz '1)fm{ (-'fn:} Z)fml € an G(i,m, p):(fn+2 _1)fmifpl+ (+fn 3+ 2)(f f I fm+1f+pj)’

m pl+
i=1 i=1

seguepelo processo indutivgue:

act=(f, 1 £, 2

i=1

AGHm=(f, Df,, M, 2]

i=1

46a0mp=(t, D, fy, 6 2 6.0 T4

i=1



83

QG(I,m, p!q):(th _l)frnifpquh (+fn3+2)( fmfpl ql + mlprqu + ml plt K)

8 G(in,,n,)= (f, Df, f, 4 01,0+

i=1

iy D[, T, Of, Qi OL . f,,0m 0 1.8, ¢, 8 m) O
Utilizando o Teorema,@em-se 0s seguintes nimeros:

G@Ln,,n,,...,n. )= G(2,n,,n,..,n)-GO0,n,n...,NQ)
G(2,n,,n,,...,n )= G@3,n,,n,..,n)-GLn,n...0Q)
(3., Ny,-.,0,)= G4, 1y, 1) - G211 )
G(4,n,,n,,...,n)= G5,n,,n,,..,n,)-G3,n,n..,n)

G(n- 3,n,,n,...,n )=G(n -2,n,,n,,..,n.) Gn 4n,n,.,n.
G(n- 2,n,,n,,...,n ) =G(n L n,n,..,n) €n3-9,9..,0)
G(N-1,n,,Ng,..,n) =GN 1,1, 0) -GN 29, 5., p)
G(nn, n,...,n)=GEn#,n,n,.,n) -Ankn, g, ,n)

E, de fato:

é G(i,n,Nn,,...,n ) =

i=1

=G@Ln,,n,,...,n,) +G2,n,,n,..,n) + 6N 14H,n...p) Gnn,p,. ,n)

= GO.N,N,...0,) &M, n,..n) @Ln.N..p) Gnlg q..pn)
:(fn+2 -1)fn ifn B"Ofn Q+ +

+(fn+3 -2)(fn n+1O pil ® noln@ fq f+n31+ fnh /7712)0 (

Identidade 22: A soma de seis numerd3(n, n,, n,,..., Nn,) consecutivos é divisivel por

quatro, isso fica explicito por

5

a G(n+i,n,,n,,...,n) AG(n 4n,n,.,n)

i=0
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Demonstracdo:Usando o Teorem@para escrever os numerda formaG(n, n,, n,,..., n,)

T

5 5
e sabendo que valeos seguintes somatoriog} Gf .. =4.Gf ,, §G(n H,m) #.G(n 4+m
i=0 i 9

5
e § G(n+i,m p =.G(n 4, m p, pelo raciocinio indutivo terae que:

i=0

5
é. an+i = 4an 4

i=0

;';_ G(nti,m) Z.G(n 4,m

i=0

5
aG(n+imp =A.Gn 4mp

i=0

5
ac+impg A.Gn 4mpq

i=0
5

aG(n+in,n....n) A6 4n,5,..p;

i=0

Utilizando o Teorema,@em-se 0s seguintes numeros:

G, ) =( 6, f e Q@ 10)) (fitudy fo a0 ¥
Q 10)m, - A 4 f 1o £, MO

G+1,0,) 3 f o fy o0 6Q) (kT 1 £,0)10
#( oot af, @ 10 M o {181, 0 O ),

Gn+2n,,..0) { 0 b, 00 06,6 (55, .. 1,010
#( oty ofo, Q@ FOSm o H{f 4 s £,0 MO

G +3,n,,0) % fusfef o O HQ) 4k, fo oo 1,010
#( st afo, @ 1O My o H{ oty i o 1,0 MG

Gn+an,,...n) { faf, o f s 066 (f,45, .. 1,010
#( sty ofo, Q@ FO) My H{E 4 1 £,0 MO
G(n+5,n,..0) { fsfyafy o0 1.0+ (f o, fr o O 1O 4
#( sty afo, O 1O M, {4 s £,0 MO

#( ot o,
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Logo:
R
a G(n+in,n,..,n) =
i=0
=G(n N, n,....N) +G(n &n,n,...q) GHZ,%Q»--,P) S GN5 . ) =
:(fn1 +fn+1 ﬁ-ne fn1 f g-)d( hy 1 fO) p *
+ fn1+l +fn1~2 ﬂ-n13~ n, 4+ n 5+ n g n, ngl-¥ QQ) {éf O fnn.olk)ml "'+(fn2+ltrn31+" fm()) ”AQ%

=4G(n #4,n,,n,,...0).

Identidade 23: A soma de dez namerds(n, n,, n,,..., N,) corsecutivos é divisivel por onze

e é expressa por:

9
a G(n+in,n,...,n) 41G(n 6,n,q,..,pn

i=0

Demonstragcao:Usando o Teoremapiara escrever os nimeros da for®@, n,, n,..., n,)

7 n

9 9
e sabendo quealem os seguintes somatorigg:Gf.,, =11Gf, ., § G(n+i,m) Z41.G(n 6,m)
i=0 i=0
9

e § G(n+i,m p) A1.G(n & m p, pelo raciocinio indutivo terae que:
i=0

9
a Gfn+i :1len 6

i=0

9
qG(n+i,m 41.G(n 6,m

i=0

9
qG(n+iimp 41G(n 6,mp
i=0
9

aG(n+impg 41.6(n 6,mpag

i=0

.

aG(n+in,n,....n) A1G(n 6,9.,9,..0)
i=0

De modo analogo a demonstracdo anterior, segue:
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G, My )=( §, s fa @ 10 (£, By o 1910 ¥
#( Tt ofe, @ £O)m At 1o £,0 MO
6n+1,n,,..n) { i f, 0o O G (45, 1o £,0)00
#( ooty ofe, @ 1O)m A 55, 6, 00 Q) m
G +2n,.0) %t fahy O RQ (f58, e £,0)10
#( oty ofe, @ £O)m A4 s 1,0 MO
G +3,M ) { fus b oty 5 -0 (O (41, Ty 1o £,0)10
#( ety afo, @ 1O)m A f 4T, e £,0 MO

G +9,m ) 4 o b a5 O (6 (f40f, f 1o 1,0)10
#( ooty afy @ FO) My o H{ Fo 4l iy 1o £, 0 G

Logo:
9
a G(n+in,n,...,n) =
i=0
=G(nnyn,...,n) HQ&n kn,n,...n) &n24,4,.,0) ..+ Gh9 ptp,. ,n)
=(f, Ha he # ) ff 0 10O 4
* fn1+1 'I'fnl-e 3 - fn+1e)gfn fn 14 fQ )'O( fq+1)'®1+--o<fnzafn3&"Ofnngj”r?z-g

=11G(n 6,0, ,n,,.. .1, ).

A seguir, sera discutido MF para a classe dos polinbmios com duas variaveis e, em
seguida, com a troducéo da unidade imaginarisserdo abordadass polindbmios bivariados

e complexos.
3.2Polinbmios Bvariados deFibonacci (PBF)

Nesta secdo, serdosdutidos teoremas e propriedades oriundos do modelo de
Fibonacci através de repretagbes polinomiais e matriciais.oftudo, tambémserdo

abordaas algumas relacfes inerentess@équéncia de Luca®s polinbmios de Fibonacci
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foram estudados pela primeivaz porEugée Charles Catalan (18141894) e ErnesErich
Jacobsthal (1881 1965).

Além disso,asrepresentacdgsolinomiaisforam definidasa priori, com a finalidade
de seexplorar o modelo Fibonacciano e discutir o seu processo de complexificagds aa
inser¢cdo de uma ou mais variaveis e, nadisnte, da unidade imaginarialendo em vista
queo Lema 3 e os doremad, 8, 9, 10 e 1%a0 discutidos pddoggatt & Long (1974)Asci

& Gurel (2013, Alves & Catarino (201§ vale conhecer as seguwntefinicbes

Definicdo 4 A sequéncia polinomial de Fibonaceidada pofALVES & CATARINO,
2016:

f,00=x @.(% f,(R com f(x)=11,(x) =xen?L
Definicdo 5 A sequéncia polinomial de Lucas &dé poi(ALVES & CATARINO, 2016)
L()=x Q.(¥ L,(¥ comL,(x)=2,L(x) = en?2.

Definicdo 6 A sequéncia dos polindbmios bivariados de Fibonédasterminadaela elacao
recorrente (ALVES & CATARINO, 2016)

F.00Y)=x &(xy w EDHxyCOME(xy) =0, F(xy en2l

Definicdo 7 A sequéncia dos polinbmios bivariadds Lucas é determinada pela relacao
recorrente (ALVES & CATARINO, 2016)

Lo =x (XY ¥ L, ©x yComL(xy)=2,L(xy) =xen>1

Definicéo 8 A sequéncia dos polinbmios bivariadwsomplexos de Fibonacgk(x y}3°, €

determinadgela elacao recorrentALVES & CATARINO, 2016)
Fra(xY)=ix 6(xy) w K Q%Y COMF/(xY)=0 F(xy) Aen®l

Definicdo 9 A sequéncia dos polinbmios bivariadesomplexos de Lucag (x,y)}°_, €

determinada pela relacao recorrgi§eVES & CATARINO, 2016)

Lo V) =ix Q(xY) ¥ L 0% Y COM Ly(xy)=2, L(xy) =xen2L
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Por volta dos anos setentdguns pesquisadores coniicknell (1970), Hoggatt &
Bicknell (1973a, 1973b), Hoggatt & Long (1974), Webb & Parberry (1988)es &
Catarino (201pabordamem seus trabalhpalguns critérios de divisibilidade disadibis no
contexto das funcdes polinomiaibtidas através daslacdes recursivas oriundas do modelo
de Fibonacci. A vista diss@ seguir,serdo apresentados alguns teoremas e propriedades

deduzdos a partir da Bfinicao6.

Teorema 7 Param2 0,n 20, vale(ALVES & CATARINO, 2016:

Fron (V) = Fra(X R (XY RXx Y R(Xx .

Demonstracdo: Primeiramente,por inducdosobren e m2 0, verfica-se avalidade do
Teorema 7 considerando ®efinicdo 6 paran=1 e n=2, ou seja,F,(x,y) e F(XY).

Desse modo, assumindo que valem.(x, y) e F..,, ;(X, y), podese escrevegue

W)= FdXY) =X Bix Y yE(OY F(xYy F( Xy yE xyPx)
FROCY)=Fadxy) =x BIxY) WHOY F(xYEL(xy y Fx)FX)

Fnen(% y)=Fm{n1 (Y =R XYY ¥ FYFL,(xY)
Fm+n11 F B(X’y nlcxw +yF(XyF(Xy
Fm+n€ F 1+(X*y)|:n1)+1(+xw +yF(XyE11(+Xy

De fato,para F (x,y), é feito:

m+n 2

Frne(x V) =X & ,(xy ¥y RQXY =

=X(FraX VR (%) % B YR(XY) FE(XYR XY y H Oy Fy( X

=X B NF(xY ¥y EAXxYR(xY xy+ BQYK xy w F+x)REQ . x)y
=Fha(X Y F (X N+ YE(X Y F(X Y.

Lema 3: Paran >0, temse qudALVES & CATARINO, 2016}

MDC(y, F, (% ) =1.

Demonstracéo:Podese verificar que para =1,temse queMDC(y, F(x y)) = MD y1) =.

Assim, assumindo que vale pak® 1, entdo,pela Definicdo § podese escrever que
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Fa(Y)=x (x ) ¥ KEQx Y. Dessaformaemse queMDC(y, F,,(x y))= d( %y
LY d(X Y| Ra(xy) e dxy]y. Logo, d(x )| F.(xy- y&,(xy x EOxY. Porém,
d(x )| F.(x y) se MDC(y, F.(x y)) =1. E, d(x )| x, desde quaMDC(y, F.,(x y)) =1.

Teorema 8 Paran? 0, segue qUEALVES & CATARINO, 2016)
MDC(F,(x ¥), K. (% ) =1.

Demonstracdo:Paran=0, temse MDC(F,(x y), E(x y))= MDQO0,1) =leparan=1,
MDC(F(x ¥), E(x y))= MDd1, ® =1. Alem disso,assumindo que tambémale para
n=k -1 ondek & um inteirg tal que,k? 2. Dessa formatemse MDC(F,(x, y), F.,(x ¥) =
=d(xy) Ydx Y| E(xy e dxVy)]|FE.,(xY). Ou ainda, pela Deficdo 6, terrse:
d(x Y| Fa(xy)- xE(xy ¥ EQx Y, isto é,d(x )| yOR.,(x y). ComoMDC(y, F,(x y) =1
(Lema 3),e MDC(F.(x V), F_,(x y)=1, entdose F_,(x,y) ndo € divisivel pord(x, y).
Logo, d(x ¥)| y, que € um pahdbmio irredutivel na variavey, evidenciado assim uma

contradicéo.

Teorema 9 Param? 2, segue quéALVES & CATARINO, 2016):
F.x IR (x YU mlr.

Demonstracdo: Primeiramente, sera avaliada|nY F.(x y)| F(x y). Para isso, sera
consideradaF, (X, Y) | Fg,(% ), assim, par&k =1, temse F, (X,Y) | B, (X,y).- Dessa forma,
por inducéopara k2 1, assume-se quevale F_ (X, Y)| Fa,(X% y). Pelo Teorema 7 avaliase
para Fyym(X ¥) 1 Fu(X V| Fiym(* W= Faed X Y =Ro{X Y Fu(xy ¥ HA(X Y F( x5
Neste caso, comd=,(X,¥)| Fen(%Y) € F. (X, V| F,(x WY F.(x Y] Fen m( X ¥)- LOGO,

tendo em vista quen| k me m| (k+1)m podese cacluir que:m|nY FE (% )| E(X Y).

Finalmente, ser& avaliadg, (x,y)| F.(x,y)Y m|r. Neste caso, parte do pressuposto

de quen néo é divisivel pom. Assim, sejam( (quocient¢ e r (restg em uma peracap
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tem-se pelo algoritmo ddivisdoque:n=m @ rital queO<r <m e g,ri Z. Além disso,
pelo Teorema ,7 podese escrever que F.(xY)= Ry +(XY) =R q0rs (XY
=Foa s WE(X Y +Y B,6% Y F.(x Y. Comofoi visto: F (xy)| Fg(xy) € F(x VKXY,
podese escrever F (xY)|F,(xY)- Yra(X Y F:i(XY =Ra(XYR XY YE XY Foué ¥y K X)
E, pelo Teorema 8como MDC(F, (% V), R, ¢ (X W) =1, entdo,F (X, y) | F.(x y). O queé
impossivel, poisO<r <m, isto &, F(x,y) possuium termo de graumenor do que o de
F.(xy). Logo, isso somente é possivel, quande0 e, consequentementen|n sendo

m2 2 Portanto,F_(x,y)|F,(x, Y)Y m|r.

TeoremalQ: Param2 0,n 20, temse qugALVES & CATARINO, 2016}

MDC(F,(X ), K, (X W)= Kpgmy (X Y-
Demonstracdo: Consideando a existéncia de inteirose s, de modo que >0 e s<0, tal
que,MDC(mn=r & snOr¥W ®MDEmMn s . Desse modgelo Teorema,tiemse F (X, Y) =
= Fuocimn- sd%Y) Fuogmn v9-£% Y Fuoemf XV Ko BV ¥ Rk opal X ¥ o (X}
Assim, ja d(x y)= MDO(E (X Y, F(% ), assim terrse qued(x Y)| F,(x Y)Y dx Y| B (% ),
dx VIR )Y dx Y] Fp(X Y € dx D] Far (D Yhoomn 10X Y FerloX ¥ = Fog np( X ¥ Forg(o%.)
de onde se verque d(x )| Fpcmny (% YOFa:(% Y. Quando d(x y)| Kpemy (%Y, a
demonstracéo fica concluidalodavia, no caso ded(x y)|F.s,(xY), supbese que
d'(x y)= MDO(d( % ¥, F,,(x ), entdo, d'(x y)[d(x ) e d'(xy)|Fg,(xy). Além
disso, sabse queMDC(F (X Y), F.i, (X Y)=1ecomod(x )| F (%) € d(x Y| F s:(% ¥,

entdo,d(x y) =1, logo, MDC(d(x Y), F, +(x ¥)=1. Por fim,validase d(x y) | Fypcmy (X Y)

Teorema 11: Sejar =r(x,y) um polinbmionas variaveis e y, se houver pelo menos um

inteiro m positivo, talque r(x,y) | F, (x,y), entdo(ALVES & CATARINO, 2016}

rex,y)|F,(x,y)U min
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Demonstracdo: Pelo Teorema 9sabese que m|nY F (x y)| F(x ). Assim, podese assumir
que existe um inteiran positivo, tal quer(x,y)|F, (x,y) €, por transitividade, obtérse
r(x,y)|F,(x,y). Assim, asumindo quer(x,y)|F, (x,y) e n ndo é diisivel porm, podese
considerar,pelo algoritmo de Euclidesque existem inteirosq, s € 0<s <m, tal que,

n=m @ < Desse modo, pelo Teorema 7 podese escreer: F (xy)=Fg (XY -
=Foor s 01X Y) Frng XD FX Y ¥ FY X Fu(x ¥ COMO r(x,y)|F,(xy): r(%Y)Fu(xy)
e r(x,y)|F,(xy). Assim, segue que(x,y)|F,(xy)- ¥ Go(x WE.(X ) & (xy) K(x ). Com
iSso, terase quer(x,y)| Fra 206 Y)R(X Y) € COMO MDC(F (X V), Ky g (X ¥) =1, entao,
podese escrever(x,y)|F (x,y). Isso evidencia uma contradi¢c&m relagdo a condicdo
minima param, uma vez que existe um inteira positivo que satisfaz (x,y)|F,(x,y) €

0<s <m, sendon divisivel porm.

SejaF,(x) um termo da sequéncia polinomial de Fibonaeiacbrdo contloggatt &
Long (1974),F (x) € irredutivel sobre o an€l[x] se somente s@ € primo.Z[¥ abrange as
funcdes polinomiais na variavel. Além do mais Alves & Catarino (2016b) ampliam essa
discusséo no anél[x Y], isto é, com polinbmios bivariadospm aporte  softwareCAS

Maple A seguir, térrsealguns termos irredutivesobreZ[x, y] com indices prims

R(xy)=x+y
F(xy)=x" 8Xy+y
F(xy)=x°+5X' y+6X ¥ +Y

Fo(x y) =x®+17x%y+ 120x*y* +455¢%y° +100K°y" +128%y 4924y 83y 4%y
Fo(X y) = X2+ 21Xy A9y + 96%K°y* +3060™y* +618& y° 8808¢°y°+6435¢y" +3003¢ '+
+715¢'y? 466 y° 4

F (xy)=x"+29x®y 1378¢ 6y £925¢'y  #4950¢°y" 5313¢°y 134596y  2451%7Y
319770¢ +2930361%)° +184756°y°  +75B8CY" 18564 § % 2388 § B420¢2y 1 + v
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Doravante algumas propriedades matriciais e de divisibilidadaosdrscutidas para
0Ss numeros da sequda de Lucas. De inicio, ser& abordada a fatoragcdo dos termos
polinomiais da sequéncia de Lucas. Nesse sentido, considexabdfinicdo7 e , também,
com auxilio doCAS Maplepodese observar que os termos com indice primo séo fatoraveis

diferentenente do que acontece com o MEja:

L(xy) =X #Xy+14Xy +7xy
L% y) =X +11Cy 44y FTEY 568y 1y

L (xy)=X"+17x°y 419°y 442y 9BR Y  112%y° 7¥y° 208y K+
Lo(xy) =x°+19x"y +152x°y* 4665x°y° 472%'y* 271Ky 26508’y 1254y 288y 19

Numa abordagem matricial da sequénp'cﬂinomial bivariadade Lucas,Catalani

ax +2y X

. Desse modopor um
(; xy 2y

(2004) define as seguintes matrizea= a%/

processo indutivqgodeseverificar BAn_él Loz Lo
@dnﬂ y I-Q

. Veja:
a4 X+3xy  x*+2y 08 Ly(xy)  L(xV)
X 2y y x0TgyA,(xy vy Xx
=¥ axt+4x%y 2y X 3xy géL(X ) L(xy
Tyde sxy) Wk 2900706y Y B(x Y
4 X+5¢y Bxf K& 4Xy 2y* 64 Li(xy)  L(xY)
Jax axy 29) ya¢+3g) 2HAMY Y XY
ac+6x'y OxXy+2y® X BXy 5xy 048 Li(xy)  L(xV)
Tyde 5Xy 5xf)  y(R0 4k 28) 2oyQaxy) v B(x Y
A X +7Xy+14X ¥+ 7y X+ 6y +x3P+2y° 8a L (xy)  L(xY
(;yCQX6 X'y 9 y+2y) W+ 5CY Bxy?) S@C’le(x,y) y Q(x Y

BA=

- O: Ot

|- O: Ot

BA’= %

- O: Ot

BA‘=x

- O: Ot

BA°=x

aL., L, @

aifo— y |Q+@

n
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Figura 61 Produtos matriciais visualizados ndCAS Maple.
Sem titulo (2)* - [Server 2] - Maple 17 = B
Arquivo (E) Editar (E) Visualizar (V) Inserir(l) Formatar (R) Tabela () Desenho (D] Gréfico (B) Planilha (5) Ferramentas (T) Janela (W) Ajuda (H)
D2BESY XBE 5¢ ETPX EC «= MNIOFHFs & RRE @ %
: MATRIX_OPETATION 2.mw € (RSl

Text0|Matemética| \ [ 20 Input ¥ ) TimesNewRoman ¥ ) (12 ¥) BIU E = ] q] = EE
[ T ~

_rs + 8x63'+20x4}: + 16.?1}3 + 21.'4 _r? + ?_ljy+ 14_9}] + ?.U,S

4

_Yb_l:L'+ 2_15}: + S_r4_t;r} + qu}s + 6f1x;|;}: + 6x}4 +.‘(:L'}3 J;.l:l,'-i— 2x43,: + 4.91}'}'—0— ﬁf}s + 3_r_1;|.'}: +2)

simplify(evatm(BA) )
P 9_r'1‘}+27f-}: + 30_@}3 + 9.@'4 L S_Yé}-i' 20x4}: + 1(5_\123,3 +2)

1 4 < 2 5 - P 2 5 57 EREY 4 5 3
g+ 2:c6;|.’ + 6y + 10.\'4}’ + 10 ) + 12_r}4+4x_\g'}3 +2y7 xﬁx;'+2f}’ + )_Y4_‘(:L'}'+ 8V +6x ) + 6_r~1,’1+_1;r}’

4

simpiif evatm(BA°) ):
[+ 1028y 43587 4 508 + 2525 4200 F + 0 y+ 272 + 304V + oy ®)
[_rs_t;r+ 2_r?}: + ?_ré_t;r}'—k 12_15}3 + 15.‘(4_‘(}'}: +20_€}4+ 10.(1_0'}3 + S.r}j +X:L'}4:_‘C?X:L'+ 2xé}: + 6_15_0:}'+ 10_\(43,3 + lﬂfq_tj:}:
+ 12:(1}4+4x_wg'}3+2}jﬂ
N )
simpiif evaim( B.A°) )|
7 5 2 2 5 5 2 4 -
[+ 112y 4 44 P4 7100 + 5580 + 11 0 108y + 35807 4 50807 425400 42y ©
[_\P_Y:I.'-F 2_rs}: + S_Y}_‘(“,L'}'-F 14.\(63,3 +21.‘é.‘(:|.‘}: + 30_Y4}4+ 20)?1}'}3 +20f13.j + 5.\(.\1}'3;4 +2~1;6 _‘Cs_‘(:L'+ ExTJ,] + ?_rb_t;r}+ 12_\;}3
A 03 10 e b 8
+ 1580 +200 3 + 10290 + 807 + 1907 ]|

simplify(evatm(B.A'") ):
[+ 12:% 4+ 54897 11287 11058y 436207 + 208+ 118y + 40y 4717257 4 5585 + 1], (10)

[_rm_t;r+ 2_\9}: + 9xs_t;|:}'+ 16.\9}3 + 28xéx;r}: + 42_\;}4 +35 _rqx;r}a + 40_9}5 + 15)9_@'}4 + 10_\(}'6 +1}'}5:_\Px;r+ 2xs}: + S_Y?_‘(:L':L'

+ 14xﬁ3,3 + 21.91}'}] + 30_{1}'4 +20J;.1:I,‘}3 + 20.(1}5 + 5x.t;|:y4+2}é” v
< >

# Pronto

F:\ARTIGOS_REVISTASVACTA_NAPOSCENCIA Memdria: 16.18M Hora: 2,735 Modo Matemética

Fonte:Alves & Catarino (201%

Vale comentar que esseslculos matriciais também,foram verificados no CAS
Maple (Figura 6 e, através de um raciocinio indutivypodese determinar o termo geral. No
caso dos polinébmios bivariados de Lucas, eséevarepermite escrever a decomposigi®o

seustermos polinomiais em fatores irredutiveisbre canel Z[x, y] . Além do maispbaseando

se nas matrizes propostas pasci & Gurel (2012, sdodefinidas, paran? 1, as seguintes

matrizes:
al 1 0 - 0% ‘;2 100
B x : @ - o1
D' (x,y)=28 -y X 00 H'()gy)-ae 2
n\™" a ‘ 0 n ?_y X 0
& . . 0 0 1
-- <]
_ i 0
0 0 -y x= ® - 0 -y x

A vista disso, as matrizes acima permitem verificar que valem as relacdes
detD , x,y))=F, (x,y) e detH ' (x,y))= L, ,(x,y) ambas parai? 0. Assim, bram considerados

ostermospolinomiaishivariados das sequéncias generalizadas de Fibonacci e Veg#s
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detD; x.y))= 1 = (x.y) detH ; (x.y))= 2 =, (xy)
detD , x.y))= x =F, (x,y) detH 5 (x,y))= x =L (x.y)

detD; ()= X +y £(xY) detH 5 (.y)= X +2y % (xy)
detD} (k.y)=x +2 H(xy)  detH,Kxy)=x 3y %(xy)
det(Di-,(X.y)) X 43y E(x ) det(H;(x,y)) X H#Xy 2 E(xY

detD , .y))= F, (x,y) detH 'n(X.Y))= L1 (,Y)
detD ., &x.y))= F, 4 (x.y) detH 1., (.y))= L, (x.y)

Nesse sentido, poee escreverdetH | x,y)=L,(x,y) =X 8y %% 3% LExy(k 33
e detH ; x,y))=L,(x y) %' +4x’y Ry (Figura 7. Dessa formapodese ver queL,(x,y) €

irredutivel sobre Z[x)] quando se determingue L (xy)=L,(xy)X 8y). Outro caso de
irredutibilidadesobre Z[x, y] pode ser visto, quando se avaieiH  x,y))= L, (x,y) ¢ +8x°y+
+20x'y? 46Xy’ 2y e, também é possivel ver qdetH 1, x,y))= L, (x y) 32 +12x°y

54y + 1128y +105¢y* 8y A =K My 2F X 8y 204 16 Xy J=
=L,(x ) Q(X y) é fatoravellsso pode serisualizalo no CAS MaplgFigura §.

Figura 71 1° caso de visualizacdo nGAS Maple:decomposi¢cdo em fatores irredutiveis
dos termos polinomiais.
Sem titulo (3)* - [Server 3] - Maple 17 = D Sem titulo (3)* - [Server 3] - Maple 17 = D

Arquivo | Editar  Visualizar Inserir | Formatar  Tabela  Desenho | Gréfico ( Planilha | Femamentas Janela (y Ajuda ( | Arquivo  Editar { Visualizar Inserir| Formatar Tabela ( Desenho Grefico ( Planiha Femamentas Janela (1 Ajuda (
B2BSE SBB 5¢ BTPX EE a2 NI!0te "|02BES SBR 5¢ BTPR EE &= NI 0%e!

4| MATRIY_OPERATION 3. ) MATRLS_ OPETATION 2. €) W FACTOR BIUARIATEMW ) |{ 4| HATRLS_OPERATION 3mw ) MATRIX_OPETATICH 2.1 ) W FACTOR BUARIAEMW )

Texto 8 [ 2 ouput '\" |, Times Hew Roman '\,‘ '\.12__7‘/‘ ﬂ = / Texto \ [ 2 output ';‘ ‘\. Times Hew Roman V_\,‘ \ 12_'/‘ ﬂ £ :
A

B-‘=mm'.v£ L0001 J,[ﬂ,-_t',ﬂall,[ﬂ,ﬂ,-_v,x]H; x "
E'-=matri\¢“ 2,10,0,0, u,7,1,u,u],[u,—y,:al,ﬂ},[ﬂ,ﬂ,—.r,:al],[ﬂ,ﬂ,ﬂ,—_v,x] ]:
11 00 )
21 000
0 %x 10 1
! ) 0 sx 1 00
0 -y x 1
0 -y x 10 4
00 rx
00 - x 1
det(B); factor| det(B) );
P43y 00 0
x(xz +31.] ) det(E); factor|det(E) );
Y b 1
X x4+4-x'_v+2_1'
E=mm[l[z,l,u,u,u],’u,7,1,0,0‘,[u,—y,m,u],[u,u,—y,:al],[ﬂ,ﬂ,ﬂ,-_v,x] ]; P
- XA+l (15)
1
T o | 1008005, L000| 15100 013510, 1800
q 2
g1 0] “n51[0,0,0,0-5,1] ];
0 -y x 10 (“)V {210000} .
{ ¥ < >
# Pronto F:\ARTIGOS REVISTASIACTA NAPOSCENCIA Memériz: 32.18M Hora: 7,715 Modo Matemética || @ Pronto F:\ARTIGOS REVISTASIACTA NAPOSCENCIA Memdria: 32. 1M Hora: 7,715 Modo Matematica

Fonte:Alves & Catarino (2016).
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Além do mais, quando se avalig,(x,y), podese observar wg, embora2|12,
L,(X, y) néo € divisivel poiL,(x,y), tendo em vista que,(x,y) e Ly(X, y) sao irredutiveis
sobre Z[x y]. E, consideranda conjunto {1,2,3,4,6,1}2 de divisores de 12, apenas
L,(x y) | L,(xYy) e, também]12 tanbém né&o é divisivel por &demais podese observar
que L,(xy)|Ly(xy) € Lyxy) ndo € divisivel poL,(x,y). Assim, seja{1,2,4,8 o

conjunto de divisores de 8 @mo L,(x,y) € irredutivel, logo, elendo divisivel por

L.(Xy), L(xy)eL,(xy)-

Figura 81 2° caso de visualizacdo nGAS Maple:decomposicado em fatores irredutiveis
dos termos polinomiais.

Semtitulo (3)* - [Server 3] - Maple 17 = D Sem titulo (3% - [Server 3] - Maple 17 - I

Arquivo Editar Visualiza Inserir Formatal Tabela Desenho Gréfico Planilha Femament; Janela ( Ajuda || Arquivo Editar Visualiza Inserir Formatal Tabela Desenho Gréfico Planilha Ferrament: Janela ( Ajuda
D2BSE BB 9¢ ¥TPX EE @« M) "I0BBSE BB ¢ BTPX EE 9 N

{ *‘ | “Semthia 3 B \ "| ‘ e thul (3) v [

TEXtU‘MatEmética‘ § [ 0 ouput ) | Times HewRoman ¥ ) | TEXtD‘MatEméUEa‘ ‘\ [ 20 cuput v) ‘\.TimesNewRaman ey E : B

10000000 00 -px 100000000

0 x 10 00 00 ' )

()
00 0 -px 1000
00 00000 x 1000
00 00 -px 100
00 00000 0 x 100
00 000 - x 10
00 0000000 - v 10
00 000 0 -y xl
00 00000 000 -l
00 000 00 «x
00 000000000 -x
det(P); factor(det(P) ); ‘ ‘
JCB+5JC6_L’+20JC44-;+16x2}3+2}'4 def(SJifacmr(aDef[sJ): 1 63, e dd 15,6
IRV . Pl sl ey sy 4 368 + )
(F+adpd) (Besdprndf 1687+ @)
I._..A.,..;..Hr'nnnnnnnnm”nx1nnnnnnn]rn.-.,1n v v
€ ¥ { ¥

@ Pronto FR\ARTIGOS REVISTASIACTA NAPOSCENCIA Meméria: 32.18M Hora: 7.71s Modo Matemstica || @ Pronto F:\ARTIGOS REVISTAS\ACTA NAPOSCENCIA Memdria: 32.18M Hora: 7.71s Modo Matemética

Fonte:Alves & Catarino (2016).

Com isso, podse concluir que a propriedade do MF correspondente a
F (X Y)|F(xyU m|rparam2 2 nio é valida para a sequia polinomial bivariada de
Lucas. Isso pode ser verificadatravés da decomposicdo dos polinbngosn auxilio do
softwareCAS Maplequando se utiliza o comandkactor [ ]. A seguir, temse a decomposicéo

de outros termos dos polindémios bivariados de &upee séo redutiveis sobre o anpt, y] .
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detH,; (x,y))= L, (x,y) =" +14x%y +77xX°y* 2108y 2044y 196¢ Yy 4K Y 2f+=
= (X +2y)(X? 42xX°% 538y 104Xy 88Xy 24Ky Yy )L, (x,p (¥ 24 X ¥53 £
+104°y2 + 86¢'y* +24%y°  ¥°)
detH, (X Y)) = L(x y) = X° +15x°y 4990x'y* 275y’ 450K y' 37Xy 14Ky 154
=X(X+3y)(X /Xy FY)(X TRy 148§ 8% y)H(xpk® J)K+ Xy &)
OC+7xy 44Xy 8XY W)

detH,o(%, Y)) = Lg(x y) x°+18x"°y 435X'y? +546x"%y° #128"°y* 478%°y> 1386y’
WBA0CY BV BY= (R )X 4Ry YYK 128y 5484 112%% 105% 4
+36x°Y° H°) E(x V) (X 4Ky YHX*+12X°y+54X ¥ 412Xy @5 Xy 3 €xX°y yO)+

Tabela 37 Propriedades oriundas dos modelos de Fibonacci e Lucas

Propriedades

Modelo de Fibonacci

Modelo de Lucas

aritméticas
A propriedade correspondente n
Parak,ni IN, ) ¢ verdadeiraveja:
comk impar, Fn (V) VR () U mir L(xy)=x'+4x’y Ry’e
entao, f, \ f,,e (Web & Parberry, 1969) L(x y) sdo irredutiveis.
L, \ L - Lo(X,y) € redutivel sobr&[x y].
0 F F _ :
Parak,nl IN, n(OOY)VR (%)) U mir A propriedade correspondente n
entao, f, \ f, € (Webz& Parberry, 1969). é verdadeira. Veja:
L\ Lo Fo VP U Fplm Lt V)= L(x y) §(x Y.

(Matijasevi

Param,ni IN e
parad = MDC(m n
, entao,
MDC(f,, f,)= f,.
(E. Lucas, 1876).

MDC(Fm (X! y)! Fn (X’ y))= FMDC( mn (X1y)

A propriedade correspondente ng
é verdadeira. Veja:

MDC(Lm(X’ y)’ L n(X1 y)) 5 I'MDC( m r)(xv y)

MDC(L,,(x,Y),Ls(X%,¥)) =1 ,L(X,Y)
(PBL)

Param,ni IN e
parad = MDC(m n

. Se 0s numeros

M N 530 ambos

d'd
impares, entéo
MDC(L,, L) =L,

MDC(Fm (X!y)1 Fn (X’y)): FMDC(mr) (X1y)
com a unidade imaginéria
=4
(PBCF)

A propriedade correspondente n
é verdadeira. Veja:

MDC(Lm(X’y)! Ln(X’ y)) B LMDC(mr)(XI y)
e
Lxy)=X 8Xy 20Xy 16Xy 2y
€ redutivel
MDC(Lg(X,y), L4(x,¥)) . Ly(x Y)
(PBCL)

fn:a- ﬁ,
a- b
L,=a" +b

a"(x,y)- b

E (xy) =2 0= Bxy)
a(xy)- £xy)

com a unidade imaginaria

L(xy)=a"(xy +6(x Y
com a unidade imaginarid = 4.
(PBCL)
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iZ= 4.
a"(a,z- 0z
n F a,z)= n
fnza - b , (a2 a(a,z)- Haz) L,(a,2)=a" (a,2) +0 (a,z
a-»b ondez é uma variavel ondez é uma variavel complexa
L, =a" +b complexa. (Taskopri & Altintas, 2015)

(Taskopri & Altintas, 2015)
F,(x,y) parap primo. Entdo, | A propriedade correspondente n

f, ou LP,’ oera F,(x,y) € irredutivel sobre o e verdadeira. Veja
pl IN e & primo anel Z[x 1. LY\ La(x Y
ly S22 (Hoggatt & Long, 1974) L% y)\ Lo(X Y)
(Web1856Pgarberry, Conjectura F,(z) € irredutivel L,(x,y) ndo é divisivel por
) sobreo anelC[x, V] L,(xy) e Li(xy).

Fonte:Alves & Catarino (2016), traducdo da autora.

Finalmente, podse compreender quapesar dos modelos de Fibonacci e Lucas
possuirem definicbes e relacdes recorrentes semelhantessepadeservar que existem
teaemas gropriedades de divisibilidade que ndo sao validas concomitantemente para os dois
modelos. Isso fica explicito naabela 3 Vale acentuar que, naste@o, foramdiscutidas
representacdes polinomiais bivariadas, contudo, seresenca da unidadenaginariai.

Nesse viés, a seguir, serdo discutidos os polinémios bivariados e complexos para o modelo de

Fibonacci.

3.21 Polinbmios Bivariados e Complexos de Fibona(BCF)

A classe dos Polindomiosi&riados de Fibonac¢PBF),com énfase nas proprietks
de divisibilidade referentes ao Maximoividor Comum (MDC), apresentaum padrdo

algébricomantidono anelC[x y] durante o desenvolvimento das relacfes obtigandose

insere a unidade imaginariacom i = 4. Nesse sentido, de acordo com os trabalhos de
Alves & Catarino (20162017, os Teorema§ e 9 valem para os Polindbmios Bivariados e
Complexos de FibonacdPBCF). Além disso, os Teoremasl® e o Lema 3 também valem

para os PBCF desde qiDC(x, y)=1. Logo, os PBCF possuem demonstracdes analogas as
dos PBF.

lakin (1977), King (1968), Scott (1968) e Waddill & Saqi®67) investigaram a
complexificacdo do modelo de Fibonaatravés da insercdo @@mponentdmaginariai.

Além do mais, Asci &Gurel (2012) discutem as representacdes polinomiais bivariadas e
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complexas das sequéncias de Fibonacci e Lucas. Nesse contexto, com énfaseale MF,

compreensada funcdo geradora e equacao caracteristica para os PBCF, tal que:

g=aF 0 ELCEH FRG+ BDt++ O +

n=0

ixtQ(): & §&, t"Oix Ft bOF td --Oix B, +" ixtF, ©* €

n=0

VA FAF (D yE € PF F . A0 HyE 7

n=0

—— = = ——> —> —> ('D:

Assim, aplicando a definicdoF ,(x,y)=ix B(xy) w F{xy e fazendo

g(t) - (ixt).g(t) -(yB).o() H(x)y Fxy.t ixE(xy.t 0 4 encontrase a funcdo geradora

g(t) :% Alem disso, quando sessumet, , (X, Y) = Faa(x) e IimM =t, temse
1- ixt -yt2 F.(xy) = F(xY)

a equagdo caracteristica?- ixt -y 6. Note que, com base nas Definic@s 9 é possivel

determinaios termos polinomiais das sequéncias de Fibonacci e Lucas respectivamente

F,(x,y)=0 Lo(xy)=2

R(xy)=1 L,(x,y) = ix

F,(x,y) = ix L(xY) =¥ +2y
F(xy)= x°+y Lixy =ik 3ixy
F(xy)= & 2ixy L,(xYy) X& 4¢y+2¥
R(xy) =x"-3Xy+ ¥ Ls(xy) iX -5ixX y+5 ixy

A vista dissoa priori, serdo discutidos alms teoremas e propriedades referentes as
sequéncias de Fibonacci e Lucas. Todavia, serd dada énfase aosNeB&#-.sentido, é
relevante que sejaconsideradaas matrizesa seguirpropostas poAsci & Gurel (2012 e

definidas, paran? 1. Veja:

M1 0 - 09 2 100
Dok 1oig @ X 1
xy)=@® -y ix . 006 Hxy <& 2
S BN I T
% 0 s 1
. o 0
i 0 -y ix 9 ® . 0 -y i
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As matrizes acima permitem verificar a veracidade das relagif®sx,y))=F (x,y) e

detH, x,y))= L., (x,y, ambas para? 0. Destarte, dram considerados os termos polinomiais

bivariados e complexos das sequéncias generalizadas de Fibonacci.&/ejaas

det©, (x,y))=1 =K (x.y) detH, x,y))= 2 =, (x.y)

det©, (x,y))=ix =F, (x,y) @t(H, (x,y))=ix =, (xy)

detD; x.y)= ¥ ¥ F(xY) detH, x.y)= X 2y LF(xy)
detD, (.y))= i #xy F(xy) detH,(y)= X &y L5(xy)
w@w» %y#FmM%am:4m2¢Hw
det(®, (x, y))= 2 (%) det(Hn(XN)F L1 (X.Y)

det®,,, x,y))=F, 4 (x,y) detH,., x.y))= L, (x,y)

Teoremal2: Seja a matrizomplexaD,(x,y) com n2 1, de ordemnxn e D,(x,y) =0, entao

paranz 0, vale que ALVES & CATARINO, 2017%:

det(, (x,y))=F, (x.y)

Demonstracdo:Por indugéo sobre, sabese que, para=1 e n =2, tem-se respectivamente
que det®, x,y))=1 =K (x,y, e detD, (x,y))=ix =F, (X,y), dessa formasupdese que

detD, , x,y))=F,, (x,y) e detD,_, X,y))= F, , (X,y) sejam vélidas, assim:
det®, ,y))=ix.detQ,, k.y)) +y.detQ , &ky))

=iXF(0y) R L(xy) =
F.(xY).

Teoremal3: Paran >0, temse qugALVES & CATARINO, 2016)

& a'xy)- Bxy)
=2 iy
L y)=a(xy) +8(x Y

Demonstragdo:Consicerando a equagdo caracteristiea ix © y- 0, témse as seguintes
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iX+4/4y -X B(x y):ix- Jay X
2 ’ ’ 2

aDefinicao 8e por inducéo sobm podese avaliar que:

relacoes a(x,y) = ,ea(xyO0Hxy =y. Assim, recorrendo

Fu(xy)=ix 8(xy) wkEOxY =
_,a" e y)- B(xy) y Y- "Hxy
ax,y)- 4xy exy - (&Y
a"(xy)  8(xy
Six @Y BxY) L Yxy)  Bxy)
a(x,y)- 4xy) exy - (&Y
_ @060 B @i (xy) %) @) "0 Y
a(x,y)- b(xy) (-)(dxy - O
_ixG(xy) ix Bdxy)  HxY) (BY (Y (kY
a(x,y)- 4xy)
_ix@(xy) &'(xy) ix GO) "H®Y (&Y (Y (xFF(xly.
ax,y)- 4xy
_axy)™- fx )"t
a(xy)- fxy

Antes disso, podse verF(x,y) = Zg’ z; 22 3 A eFR(xy)= a;g, ;’; Z)(:(’y)w 3X.

E, de modo andlogmabendo qué (x,y)=a(xy) +hxY) # L(xy)=a’(xy +H(x) =% 2\

e aplicando a Definicdo §odeseescrever:

Laxy)=ix Q(xy) wL@xy =
:ix(a”(x,y) +B(x y)) ’5/( @(xy "B(x Y)
et votcd) v EN NG -
=ixa"(xy) ixB(xy) -dAxy) (BYy { ey "(ky =
=a’(xy) & (xY) -y @) +o3(x ) F(xY -y V(xy A xy ¥ "hxy
=a(x )™ +hxy" "

o

Corolario 3: As raizes da equacdo caracteristicaix © y 0 admiten as seguintes

propriedade$ALVES & CATARINO, 2016)
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2a"(x,y)- L (xY)

e
TR(xy) =
; a(xy)- Hxy)
I Fn(X, y) - Ln(X! y) -2.b (X, y)
f axy- H4xy)
?F (X y)za“(x,y)- 51()(, y)
Demonstracdo: Ja foi visto que as equacdes do sistema ’ a(xy)- f£xy .séo

L y)=a"(xy) +5(x )
validas. Dessa forma, ao resolver esse sistema, encoestraas seguinteselacdes

227%.Y)- L(%Y) o g ()= L6 Y) - 267(%,)

F(xy)= .
)= oy Hx ) a(xy)- Hxy)

Corolario 4: Paran >0, vale(ALVES & CATARINO, 2016)
Fn(X y) = F(X Y) D,(% Y.

a™(xy)- 5% ¢
a(xy)- Ay

Fxy(axy)- axy) +L(xy
2

Demonstragdo:Pelo Ultimo teoremgpodese escreveque F, (X, Y) =

pelo corolario anteriosao obtidas as igualdades"(x, y) =

L(xy)- F(xW@a(xy - AxY)

e b"(xy)= >

. Desse modo, segue que:

a'(xy)d(xy- Mxy "oxy _
a(xy)- £x

- 1 ei‘;éFn(x,y)(a(x,y)- Hx ) +ln(wzg lf(u” Xy dxy _(bx»zsg

Fu(X y) =

a(X,Y)' &va) g; 2 - C 2 H—
1 AF, ()b (xy)a(x Y- xY) 9
a(xy)- #xy ¢ 4 :
=R YL(% Y.

Teoremal4: Paran? 1, vale(ALVES & CATARINO, 2017:



102

Demonstragdo: Avaliando a relagdo F  ,(x,y)=ixF (xy) +yF, ,(x ) para casos
particulares comon=0, n=1 n=2 e n=3, sdo obtidas as igualdadabaixo, as quais

F %)

(-y)

direcionam um raciocinio indutivo para determinacad gex, y) = -

n=0:F(xY) IxK(xy) #F(xy) WF(xYy -

A

N=LR(xy) SF,(0Y) $F(xY (XY (X)

N=2:F,(xy) F,(0Y) HF(xy F(xy =Y

N=3:F,(xY) 3XFy(xy) #F(% )Y F,(xy)=-

. -F .. (X - Foo(X
E, assum"‘]dd:_n _l(x, y): F(ﬂ 1)+()(’ y) :W e F—n _2(Xy y) = F(n 2)+(X, Y) :ﬁa

obtémsea relacdo F (x,y)=ixF, (% Y) +YF, ,(xy) YF.(xY :W . Além do
-y
mais,sabendo que o MF admiteextensdo da sua sequéncia generalizada para indices inteiros
e pela Brmula variante de Binateterminadaanteriormentgpara os PBCF, poeke validar
que

F (X, y)_a "(x,y)- 6'(xY) —

a(xy)- £xy)
_ 1 a 1 1 0
Caxy)- Bx )T Hxy "oxy 2
_ 1 4b"(x,y)- d(xy) O
a(xy)- £x Ve "xy "bxy T

-1 aa (x,y) - 8(xY) g:

(a(x y) &% Y)" ¢ caxy- £xy)
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—
1
<
~—r
=}

Teoremals: Paran? 1, valeque(ALVES & CATARINO, 2017:

Q'(x y) = aF.(xy)  YR(xY)
SRy YR(x)

Demonstracdo:Por inducdo sobne, segue que:

QI(x )= Qx Y Q(x Zég ' yy:f v
QU I= AT F L ey ¢
o= Qi D& oy e ¢

F ‘
Q;”l(x, y) Ql(x »Ql( X y _&‘sz(x y) yyl;zixy)}’) :

Teoremal®6: (Identidade de Cassini) Pang 1, vale que(ALVES & CATARINO, 2017):

Foa(X Y)F, Fxy {3 9"

aix
Demonstracdo: Pelo teorema anterior, tese a matriz Q (X Y) =agl , isso implica que
¢

detQ; (x,y))= def{Q, (x,y) O dé&Q .y) ( 3. Por outro lado, podse determinar

n fatores

3F.(0y) VF
que Q(x y)=2e;+zg(xy>)/) ;/F (();)3) nget QL (xY) )(E+l XYF,(xy -E(x j E, fazendo

detQ? (x,y))= y(n+1 (X))) E ¥, temseF,,(xY)F, Bxy {9 9
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Teoremal7: Paran? 1, vale qug ALVES & CATARINO, 2017:

Q" y) =iV MR (X))
FUTTEE ) YRy

Demonstrac&o:Supondo que a matriQ 7(x, y) admite a invers® ;"(x ) =(Qf(x )))'l, sera

aplicada a relagdo Q(x y).Q;"(x Y=L para encontda. Desse modo, seja

_ da b o &R .L(xy) YR(x) @a b o 140
Q."(x y) =  temse a seguinte igualdade matricigl"" &% §= .
: & d* CR(0Y) VR (xY) %t d 208

E, resolvendo essa equagiwontraseque:

a- I:n-l(xi ) yO'Fn(X’ ) 6

= ()" ()" GaF..x9) ¥R, (x) O 1y
TR ol OTF(0Y) YF(xy 2707
¢

R

E, de fato, podee verificar queQ [(x, y).Q;"(x Y= L. Logo, obtéemse uma representacéo

para indices inteiros da matt@z ;(x, y).

Por fim, neste topicpforam discutidas relacdes inerentes a classe dos PBCF. Nesse
sentido, foi visto que existe uma redacalgébrica entre as sequi@s de Fibonacci e Lugas
guando se considera suas representacdes polinomiais bivariadas e comp&nasrtuniza
a génese de teoremas e propriedades relevantes para o pevodstieo dos dois modelos
Nesse viés, prosseguindo na investigac@caiplexificacdo do MF, a seguis variaveis

serdo consideradas complexas.
3.30 Modelo de Fibonacci na \ariavel Complexa

Na secdo anterior, obsergsa uma generalizagdo ddF com énfasenas suas
representacdes polinomiais. Nesse sentmiosseguindo na investigagdo do processo de

complexificacdo d&F e partindo danogéode PBF, as formas polinomiaiseraotratadasa
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varidvel complexaDesse modo, serdo explorada8s identidades classicagle Cassini,
d'Ocagnee Catalan; @ Formula deRoss HonsbergeAssim, primeiramente, s&ofeitas uma
abordagem polinomial com duas variavein) seguidaa extendo para indices inteiros, e

finalmentea discussao deaso particular para representacées com apenas uma variavel.

A identidade f f, € (=D"; paranz 0, foi descoberta pelmatematico

n+1fn ER

italiano Giovani Domenico Cassini (152 1712) etrabalhadaem 1753 pelo matemético

escocés Robert Simson (1681768) A segunda identidadée f - f_ f . < 1)™"f? com
m2 n 21, foi concebidagm 1879 pelomatematico bga Eugéne Charles Catalan (1814
1894). Além do mais, temse a identidadef ,f - f f., X Y f, ., para m2 n 2,

deduzic pelomatematico francéRhilbert Maurice d'Ocagne (18621938) E, por fim, a
Férmula deRoss Honsberger (19292016), f , = f + f

n+m nifm n' mH

com mz2 n 20, criada por

Honsberge(1985) eestudadaor Koshy (2007).

A vista disso, vale destacar qué@ma 4e osTeoremas & e 19 foram discutidos por
Taskopri & Altintas (2015) e Alves & Oliveira (2017). [@ssaforma, seido discutidas
algumas cfinicdes, lemas e teoremaise envolvena nocao déuncao geadoradiscutida por
lakin (1977) equacdo caracteristica, Férmula deeBi dentre outsarelacdes oriunda
MF. Ademais, onforme osartigosde Taskopri& Altintas (2015)e Alves & Oliveira (2017)

podem ser enunciadas as seguintes defini¢des:

Definicdo 1Q A Sequéncia Generalizada Polinomial (SQH(a, z)}: nas variaveisa e

=0’

Z, é definida pela seguinte recursividattesegnda ordemALVES & OLIVEIRA, 2017):
F(@a2=a®FQ)(a? Aa+F,(@ 2comF,(a,2=0, F(a2 =1en??2.

Definicdo 11 A Sequéncia Polinomial de Fibonacci (SPF), na vari&elparaa=1, é

definida pela seguinte relac@emrrente(ALVES & OLIVEIRA, 2017)
f(D=2z @, (3 H%.(2c0Mmf(2)=0,f(z Len??2
Lema 4:Paran? 1, vale(ALVES & OLIVEIRA, 2017):

F.(a,z)=a" Q2.
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Demorstracéo: SejamF,(a, 2)=1 =@ 10d=* f (A e F(a2=az=4"' © & f ¥ e aplicando
as Definicdes 10 e 11, por inducdo matemética sobm e, assim, assumindague

F.a2=d” @,(2eF_,(a2=4d° @ ,(2 séo validas,egue que:

F.(a2=aDFQ(a3 &+F,(}
zapadB .0 & &° N0
=a"(z Q.2 £ =
=™ (2.

Teorema B: A funcdo geradora da SGRALVES & OLIVEIRA, 2017):.

t
-az 6 & £

gF(t)::l

Demonstracéo:Aplicando arelagdo de recorréncig(a,2- a®FQ(ad &-F,(G ) Oe
corsiderando asoma formal g. (1)=& F,(a, 2 ® para ti R,podese consideraras
n=0

seguintes operacdes

00=4F@2 6 R@a) LORart Wart - GF(ape- O  +

aztOy( D azé@ﬁ( ay O azfF ap az,F+a z0t-- & Fr, a¢ tOag(F p® t+

n=0

—_ = = == = = (D

n=0

’

Assim, segue que:
g(D-az Gg () & £ Q)
=R(ad #R(@2 aztf(a) & fay az,fOaz *a 5 .§7
Logo:

o:()-az () & £.O) Fa3r tHay aztk azd(o -+
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gr(D-az Og () & t.@O) t

_ t 3
‘oW ea e 8

Teorema 19 (Férmula de BinetParan? 0, vale(ALVES & OLIVEIRA, 2017):.

a"(a,2- b(a?3

e @ faa

Demonstracdo: A partir da teoria das equacdes recorrentes homogérease aequacao

aztalZ 4 _az-alZ #

caracteristica® - az © & 0,cujas Rizessdoa(a, z)=f e b(a 2= >

db

Consequentemente, pede escrevemue a(a, z)+ #a 2 =az, &a 2 U@ ) e

a(a, z)- a2 =al z 4. Isso implica nasrelacbes a%(a,z)- azX a3 & 0 e
b’(a,2- azaz & O. Além disso, séo validas as igualdades
a™@az=az@(ay3 & Ha)e b™@az=azW(ay & K ap Com isso, pela hipétese

indutiva e pela definicdoF (a,2=a®FQ(a 3 &+F,(@ } para n21, podese

escrever.
Fu.@2=adFdad &+F,(Q1 =
L lg@a- 6@z (F(a3- "May o _
Ta(a,2)- a2 T@ay- (ay -
da"(a,2  bH(a 3 O
(_g(az) 5(a2)) 4 C ar(\az) fa 2 2
Ta(a - t(aZ) @y - (ay B
L g@a- @) , (a'(@azHay Har(my _
“a(a,2)- a2 @3 LaX (agp- (D
Lg(az) B(a 2)) a%(aaa(ta)z- (LA (@)
Ta(a?- Ka? T(&) a2 - (2P B
_azx"(a ) -az Mhay w(@z@(adHaz -V(ayr Guy(ha)z
a(az- 4a 2 a(a,2)- Ka2

_az&x"(a) azMhay FH(ap( @ -"b-a)z( 2p O -
a(az- Ha 2 @ai- (ay
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_azx"(a) Ad(ay (-az Wa)y “aty ,ap

a(az- Ha?
:an+1(a, Z)' 0-}.(a’ 3 O
a(az- #a?

Teorema?20: Paratodo inteiron, valeque(ALVES & OLIVEIRA, 2017):

F.(az)= F.(a,z).

_ 1
(_ 1)n+la2n

Demonstracdo: A partir da Férmula variante de Bihdemonstrda no teorema anterior,

segue que:

a'(az- (a3 _
a(a2- fay
a 1 1 8
_&'@2 Had 2
~ a@@2- #ad
_ 1 R(@.2)- 4(a?
(@(@a204a2)" @3 -(@ay
_ 1 p@2)- d(a?
(-a%)" a(a 2 - fa?
_ 1 a'(@z2)- b(a3_
-)™a* a(a 2 - #a 2)
1

:W Q(a, Z) O

F.(a2=

Particularmentequandose assume somente uweriavel complexa e considerando

a=1, podese obter a Formulaariante de Biret na varidvel complexa eealizar sua

extensdo para indices inteiros. Assim, sejam fn(z):w e F (a2)=
a(z)- 42
=—( 1)nl+l —F.(a, 2. E peloLema 4 temse queF, (a, 2) = a' @(2 paran2 1.
- a

Comisso,segue que:
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a"(a,2- B(ad _gp1 g
a(@z- Ha 2 "2
0 1=t 8@ (a2
a™' a(a?- fa?

F.(a, 2=

4z 1 64 F (@2 F(a?
Além do mais, quando as matrizes A'= e .
q & 0 YReR(ad #K(al

n :é-le(a’ Z) F(a, 3
RF(a2 dF.(a3

sdo avaliadas para? 1, temse, por um processo de indugao
que:

4F.(@2 F(a2 &z 138
Gk (a2 &F 1(a2)%2 0o
_& azR,.(ad+dFK(ay Fo( @) O
TR0t R(a) HAF(ay &K ak:

_é I:n+2(a’ Z) Fni(a’ 3 6
_é%ZFnﬂ(a, 2 &F(az?

A™=A" @

E, logo, o determinante admatriz A é detA= -&>. Doravante, com aporte em
representacdes mneciais, sera discutida generalizacddasidentidades classicade Cassini,
d'Ocagnee Catalang aFormula deHonsbergenas variaveis complexase z.

3.3.1A Férmula deHonsbergere as identidades de CassidiQcagnee Catalan

Neste tdpico, serdodiscutidas addentidades generalizadae Cassinid'Ocagnee
Catalane a Férmula deHonsberger,considerando suas representacdes polinomiais com

aF..(a2 F(a32

variaveis complexaa e z. Nesse sentido, a partir da matd¢' = a%\ZF (a7 &F. (33
1

serdo enunciados algs teoremas Vale destacar ques Teoremas2l, 22, 23 e 24&&0
discutidos poiTaskopri& Altintas (2015) e Alves & Oliveira (2017).

Teorema 21 Sejan? 1, para adentidade generalizada de Cassugle que(ALVES &
OLIVEIRA, 2017}

Fu@2Fi(ad- Ray (H &~
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Demonstracdo:Avaliandoo comportamento do determinaxi@ matriz A", temse que:

_ AF.(@2 FR(a?
detA' = deéh;12 F(a2 &F.(a3

=Fu(@2 @R (ad dKay FOay
=a’(F.,(a2FK.(ad -F(ap.

0
o

Por outro lado:

detA" = detd @ ..0A)C
= det(A) O déA)

(&) @) -0ap

n vezes

=( 41" ad.

Portanto:

detA = &(F.,(3a 3 F,(ax- F(ap E1F A

\ Fu@?2Ri(ad- R(ay 1y &7

Teorema22: Sejam,n2 0, para a=6érmula deHonsbergervale que ALVES & OLIVEIRA,

2017)
Fum:i@2=F (a2 F.(a2+&d QayH ax
Demonstracdo:Seja adentidade matriciaA™" = A" @™, podese escrever:

n+m _ éFn+m i(a’ Z) I:n m(a 3
BeF, (a2 dF..(a)

4F.@2 F(a)d 0R.(a3 F(ar
(a2 @F,(a2 2f%(ay 4F(ay

Assim, considerando grodutomatricial A™™ = A" @™, segue que:
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dF.@2F,(ad+dF(atf(ay a)Zﬁ(aZ+aF 247

AR@IF. (a9 dF(axF(ay af alzf Az ‘af . 92f . 4"

a-Fn+mi( ) n m(az)
%2 n+m a’ Z n+ml(a 3

-I- 1O

De imediatoa Formula deHonsbergeg determinada na igualdade acima, quando se
considera os elementos correspondentasl?® linha e 12 coha E, de modo analogo,

assumindoA™™® = A" @™ A¢, podese determinar a relagio

I:n+m+p1+(a" Z):
:Fn+1( ( y(az+é ﬁay,ﬁ(ﬂ)zfl( ,a)Z
+a’ Qmaz F.(a z)Fp(az 4 FOay F(axf a)z

Lema 5: Parar 2 0, valeque(ALVES & OLIVEIRA, 2017):

n+r 'Q(a' Z) n Z‘(a 3
8% Foia?d @E (a3’

a Foa?2 F (a2 a F.e(a? F (a2
Demonstracao: Assumindo = .
g BO %2 n+01a’z) éFB(aj (§%an+11(&2) a?Fnh(aa

Assim, pr indugéo,determinase amatriz B ,;, mantendo fixaa segunda colunda matriz

n+r }_(a’ Z) é E r+( a‘ 2

B, e para todor20, operandoas matrizes aZA””-ae
a'F.(ad dF,.(a3

r

azOF az ¢
a N 2( 3 @Z( a y Desse mOd(Segue que:

az0h a%zQaFFn+ri (a2 az@F (ax’

B geaF“(a.ZHazchz(ai F..ax O
MR, (ad+az@F, (ay Af(Aags
K F... 5(22) Fa.a?d 6
“®(aF. (@)t azF, (a) aR(ar?
_aF.,s@2 Fa23 o
CRF, (a2 &F a7 2
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Teorema23. Sejam2 n 2, para a identidade generalizada de d"Ocagne, valeAQES
& OLIVEIRA, 2017):

Fu@2Cr(a?d -R(az Ray (34 F.(@)

aF.(@z -
Demonstragdo: Assumindo a matrizB, = 8%2 (82 Fe(a3
n+1(a' Z) g 1( a j

a@a’F (a2 d&F(a3}
ca'F(ad dF,(a)

a matriz B, € geada

com a primeira coluna da soma da matdzA" = com amatriz

) aaZG:mz( ) az@,(ay
R Bk (ad d206,a)

, mantendofixa a segunda coluna da matrg,. Dessa

daz0r,,(ad #HE,(a)y Fuay 83aF.@2 Fal

formaobtemsequeBl‘ga(azoﬁﬂ(az) BEa) & p(a)zo_g% F.(a2 &F,(a3’

De modo analogo, osiderando a soma da primeira coluna da matriz

2 pAn+l : 2 +2(a,Z) éFni(aa
a“A" =
2% Fu(a? dF(a3’

aazC]:+3(a, 2 az q?«g( ay a Fn+4( 2) Fne(a )

com a primeira coluna da  matriz

az@ E%Szo:mz(a 3 é z @1( a determln&e Bz %2 n+3 a4 Z) a2 EH.( 3 . Logo’segue
que
a Fn+3( ) Fr1~2(8’ 3 6
%2 F.,(a2 &F,(a3 2
_&4F,@2d F.(a2 o
CERL) dF(ad 2
a Fn+5( ) Fnﬂ(a’ Z) 6
B (a) dE,(a3 2
_é. Fn+6(a’ Z) FnQ(a’ 3 6
CTRE () dF,(a)
aF..,@2 F.(ad &
o}

TR (a) dF,(a)

AFo@d)  Faad
"TRE a2 AF (a1
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E, considerando deorema2l, temseque:

_ AR F.a?d o
det, = deg?aanﬂ(a, ) dE(a3 Y

=F.(@2dF, (a3 -dF(arF(ay
=0

e de?ﬁf Fe(@a? dFy (a3

=a'(F(a2F,(ad -F,(ad -
=a2 Ol)_n+2 aZn@ =
=( 9™ a@"F(a 2

- Q; O

aF.,@2z F.(ad o
8= R () @F,(a2 O
=a’ (a2 FQ(ad Fi(al F.m) =
=a’[(Fu(ad(a Fy(a3 +aF,(ap -F(aXa F(.a)z %k, a%
=a’[F(ada Fy(a2)- F,(ada F.(ai =
=a’az.(F,(@2F.(a2 -F,a(a3 =
=a’az.[( H*a™*] =

- ( _1)n+2 .a2n 4 aa’ Z).

4F.@2 F.(ad o
GetR = de?\ZFM(a ) 2E (a3
=a’(Fs(@2Fy(ad -F(a2F,(a)y =
=a’(azF.,(ad +&Fgs(a 3 Play (azR( .a)z °ak(.az KO3z
=a’((@2 +@)F,. (82 Fs(a2)- (2 +&) F,2(8 3) =
=a’(Fu(adFqe(ad -FAa(az +§ =
=a*(( D™ a™ *)F(a 2
=( H™a™* KXa 2).

aF..@2 F 0, .o and s
E, pelo processo indutivo, assumindo giet = de%z;: 2((a, )z) 2 F}((aaaj Yy ad* Foay,
C% Tnir g nH +

segueque
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(az F 0
det3+1_ d % n+r£ ) n Z—(a’ 3 g:
F”Q(a,z élﬁy(a3+

a7 dadrdElar Flar o
(;a (azn+ri(a3+ éEﬁ(ab érFl( ﬂ)Z_

aFn+r£(a Z) nz(aa 08 Gdé Fé»ri(a!z) Fnzr(a’z)
C n+r1(a’z) éFl««(aa 9— c a n+r(a12) élﬁi(az

¢
caz(F,, (2 04 E a1 AF (AR FUAN ALE( AZAH AZ 29K . 22k . B2
—az [P d* F(@ J+al( """ Ry(ad] =
=(97a"(az Fla) & (a) =
=" R(a2).

a
az &le

T3

Finalmente, realizando a substituicdo mM=n+ e como detB =
=a’(F, ,(a2E a2 -E,.(aXF,(,a) EL? 4" RO) isso que implica na
validade dea’ (F,.,(a 9 F,(a2- F(a1F,(a) { % 2" B.a)

Lema 6: Paras? 2, vale ALVES & OLIVEIRA, 2017):

n+s(a Z) I:n -r s(a' 3
S%ZFn(a, 2 dR.(al’

Demonstracdo:Por inducdodevese determinaa matrizC,,. Para isso, arimeira linha da

al:n+s a2 F Fs
matriz C,, =@ (a2 (a2

TR (a2 4F (a)

linha da matriz C, %;+S(Zzz)) ;n T 3((312;

C aa Fn+s 1(a" Z)+ az Gn 3—( a‘ ; é Er-s]f( a)z 1az rﬁps( 7+a') Z(_j_éFms i:(a’ Z) F F sﬂ(«al 3
“TF @R & (a3 USR] &F,(a)

deve &r multiplicada pora’ e adicionada @rimeira

multiplicada poraz E, assim temse que:

Ademais, dserve que a segunda lintkaC,,, ndo éalteradana operacgéo definidaenddgual

a2?linha da matrit,. Logo, podese escrever:
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4F.22 F. (a2 0
dt%(az) 7t (ay 3 %6

=az QetC, &detC, =

aF,..:(a2) FFsﬁ(aZ)o Fész,(az Froa(a)
'aZ@eEeaF(az) 623 0% “CEray aE(ap

Lema 7: Paras? 2, vale ALVES & OLIVEIRA, 2017):

72 F.Jfa3
3

n+s 6 nri n 2r 2+
detG, = dg%Faz) 2F (3 94 &* HarHa)

Demonstracdo: Considerando detC,=a&’F, (a,2)F,(a2-4F, (a2 F.(a) e
detC =a?(F,,@,2)F, (a2 - F,.,(a3 F(a}¥ além disso,substituindon por n-r -1 na
relacdo detB = (-1"?a™* K)a,z), obtémse detB =detC =( 'Y %" " F@ z)

=( 4" *a™ * ** KJa, 2), assim, segue que:

detG =a’F,..@2)F, (@2 -F. . (adF(a3 £ 47" FoOay
\ detG =F,,@.2)F . @2 -F..(aF(a9) €1F'" 4" FGny R®

Seguindopor indugdo sobre e aplicando ddentidadedetC, =az QetC, & detC,, pode

sedeterminar:

detC = az Q@etC 4 detC
—az ol)_n-riaZn 2r 2+ E(@Z 0
:( _]_)n-riaZn 2r 2+ K'Ia’ Z) FZ(@,Z)

detC = az@etC & detC =
—az PR TP R@) B0 (B ET* RapQray
=(9"*a" * "Rla,7)(azk(ad & Fa) =
:( _1)n-r iaZn 2r 2+ K"Iaa Z)Fg(a Z)

Por fim, partindo dédentidadedetC, =az GetG, & detG, paras? 2, segue que
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detC,=az QetC, & detG, =
=ad( D RE"T T Rla ) EQay ()" 87 R ap k(2P
:( _1)n-r ia2n 2r 2+ K'Ia, Z).(aZ ElQa j é +E_2( @b —
:( _1)n-r iaZn 2r 2+ H'Ial Z) E((a 3

Teorema 24 Sejamz2 n 21, para a identidade generalizada de Catalan, valeAq0&ES &
OLIVEIRA, 2017}

F@?kR(ad- R (az2fR(ay " 4> K (agr k@)

a F.(a2 F (a2

Demonstracdo: Seja a matriz definidaC, = e sabendo que
630 =8 T®F.(a2 dF,(3) “

a,z
:a% o o a)Z) az” 3(+(a 2)2) aosubstituirn por N- 1 -1 na matrizB, obtémse
¢ n+r 1 i
éI:n-r-_'l_r-+-2(a’2) nrlZ(aa
CBF (a2 &F,.(ad

_aF.@2 F.,(a?
RR() 2F, (a3

C=

- Q; Ot

1-O: Ot

Posteriormente, na construgdordatriz C,, a primeira linhade C, € multiplicada por
a’ e somada rimeira linha da matri, multiplicada poraz E, por definigdo, sabse que

F.@a2=dF(a2 +taz ©(ayxy W.,(az %F(,az z, F0O,a Dessa forma,

temse que:

_@'F@g+a@(ay af(ay & R(axd
e @R #E(a) ¢

aFn+2( ) I:n-r Z-(a 3 6
R(a?) 2F (3} 2
Em seguida, a matrig , € gerada pela operag&mm quea primeira linha da matri,

multiplicada pora’ é adicionada @rimeira linha da matri, multiplicada pelo termaz
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Além disso,a seginda linhando é alterada. Come@®F, ,(a, 2 +z K,(ay F=(.ak

entao:

c Fa(adraz@.(a) & Ri(a) arF Qayd
’ a’F (a2 2F (a2

¢
_éFn+3(a' Z) FrH }(a, Z) (~)
“®Bepan dF (33 O

De modo analogo, a matriz, € obtida, quand@ primeira linha da matric, é

multiplicada pora’ e somada g@rimeira linha da matri, multiplicadapor az Assim, segue

que:
L@d+raz@(ay &F. (ay 4z M,(.2)z0
a’F(a 2 gF (a3 ¢

_é.Fn+4(a’Z) Fn-r @-(a’z) 6
“BeF(a) dF,(a) 2

aa’F
C4 = 2) "
¢

De fato, fundamentanegge nos dois lemas anteriores, que abordam o comportamento
tipo C,, avaliase detGC =

da representacdo generalizadalas matzes do

aF..(a2 F, 0 -
:detg.é;;::((az)) 7 Fnj((aézz) E,-:az( F(adF.(az -F.(ayl a) fazendoa substituicdo
m2n22a e r,s20. O que permite

medl@azRay =4 F(azF(.az-.F.9zF 9),

Ss=m-n +# com escrever que

aZ(Fn—r(a’ Z) an ) r(a 3_ E
logo, segue que:

(R (a2dF.(82- R(azfap {y'* 87" Bag k&)
\ (F.(a29F(a3d- F.(a3E.(a) £ 5. 8" Ray FQ(a)

Findmente, avaliando alguns casos patrticulares, 4sedebservar que ao considerar
Catalan, mmle escrevda na forma

m=n na identidade generalizada de
K ,a), que quando

Fr@a?- F(a3k(a3 (9 &% [Q(ay R@p (y=2”
assumer =1, passa a representar identidade de CassiniF’(a,2)- F.,(a 3 F,(a 3 -
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=(D"'a™? a2 (" @ % A seguir, asrelagdes estudadas nesta sec&erdo

discutidas para indices inteiros.
3.32 Extensdopara indices hteiros Representacbes na Variavel Complexa

Neste topico,fundamentandse no artigo de Alves & Oliveira (2017), seréo
abordadas a®presentacfes com indices intejpasa asdentidades generalizadds Cassini,

d'Ocagnee Catalane a Formula deHonsbergerPrimeiramente como uma extensao das

aF.(az
representacdes matriciais para os indices inteiraa, gpanatrizA"= a%z”ﬂ( z (? 2)3 om
n2 0, pode se aplicar d’eorema 20de forma que:
._aF ;@2 F.(a) Q_
RF(a) &F, (a3 ¢
_ éF-(n 1)(a’ Z) F (a, 3 6
RF, (a2 £F,u(a3 2
a 1 1 S
g_ )+ 120 B Fri(@ 2 (_l)n—lazn F(a?d g
= 6=
® 1 1 ('j
é%a (_ 1)n+1a2n Fn(a’ Z) g ( 1)n-ll J:Laz(n 1 n+1( a 3
a -1 1 8
glnﬂ 22 2 Fri(@ 2) Wﬁ(az) 3
1 1 g
& 0
?’2 ( )n+1a2n R (a" Z) éw n+1( a 3 9

1 a- a?F ,(a 2 F(a 2

0
( 1)n+1 Zn% ZF(a, Z) _ n+1(&3 '9

Identidade 24: Paran inteiro qualquera identidade generalizade Cassini representada
por (ALVES & OLIVEIRA, 2017)

F.:(a2F,.(a 2- Fn(ai {BH" &" 2.

Demonstracéo:

F..@a2F, (a)- Fi(a3 =
Fny@dFq, (8 3- Fi(ag:
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2

- 1 1 1 o
_(_1)(n-1)ia2(n ) Fn-l(a’Z).WE] ( 2 e( 1 & n(az) H
1 1 1
“are A e 8 s FUAT 7
1 1
:(_1)2n—+2a4nFn-1(al 2F (a2 (17 %" F¥(az)=
1

(F.(a2F (a2 -F¥ a3 =

1

- (_ l)2n+2a4n (( _1)“ azn-z) =

Identidade 25 Param e n inteiros quaiquer, a identidade generalizad#e d"Ocagne é
representada por (ALVES & OLIVEIRA, 2017)

F..@a2F.(a2- F(a2FR.,(axy(p"" & E (@
Demonstracéo:
F—ni(alZ)Fm(a 3_ Fn(aj Fm-l(+a?=

:F—(n 1)(3-1 2F . (a2 -F.(a3 F(ml)(-a r =
1 1 1 1

_Wﬁ.l(a, Z)W Fn(a 2 - (B ta> F(a z( rar E,(aY
T faZn = (F(@2F(a 2 -K@2F,. (a8 2)=
= e (@ AR.(ad -F(af(a)y =
“C 1)n+m1am-2m2$( DY Q@D g =

=( 4 "*a *"F, (a 2.

Identidade 26 Param, n e r inteiros quaiquer, a ideridade generalizadde Catalan é
representada por (ALVES & OLIVEIRA, 2017)
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F.@a2CF(ad -F, (a2 R, (ay (5"t &> F OCax K af

Demonstracéo:
F.@20F (a3 -F, (a3 R (ay =
=F,(2 6,(3) F,(a} FP,(ax =
1 1 1 1

- (_ 1)n+1a2n n(a’ Z)( _l)m-llaZm Fm(a’ 3 W+ E}H( a 3W Er( a i

1 1
:WFn(a’z)Fm(aa 2)- R F.(a2FE (a2 =

1

:W(Fn(a’ )F(ad -F(a3E.(a) =

_# VW A20 R R " =
_('1)ﬂ+rn‘2a2n zm( 1) a mn'f(a’z) F’@’z)

=("aT™ R, @7 Fla2

Identidade 27 Param e n inteiros quaiguer, a Formula generalizada de Honsberger
representada por (ALVE& OLIVEIRA, 2017):

Fon@2)=F ,@2F, (a2 +&d B(a3F(ay ("7 &7 F. (@
Demonstracao:

F..{a2=
=F,,@2F, (a3 +& B(aiF(ay =
:F-(n 1)(a, Z)F(m 1)_(3,2) +4 E?](a 1FR(ay =

— 1 1 .1 1
_WFM(M)W Fa(ad +d (@W R(a lW“ E(ay
:W(az.Fn_l(a, Z)Fm-l(aa 3+ E(a 3 ﬁ( a k) =

=(9""a’ ", . @2).

A seguir,asidentidades deCassini, d"Ocagne, Catalan e @rfrula de Honsberger

serdo discutidagara o caso particular na variavel complexa
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3.3.3As Representa@s na \ariavel Complexa z

Nesta secdoserd explorado ocaso particulgr no qual as representacdesasi
identidades d€assini, d"Ocagne, Catalan e a Formula de Honsberger possuem apenas uma
variavel complexa. Para isso, &ema 4sera aplicado, de modo gas identidades, a sequir,

sao validas.

Identidade 28 Paranz 1, aidentidadegeneralizada d€assinié representada por (ALVES
& OLIVEIRA, 2017):

fu(@ (- (2 (2 X D"

Demonstracéo:

Fru@2F.(ad- F(a3 =2 B(r% [0p ¥ (OD4 0
1Fu@2Fi(ad- F(a3 (9 &~

QL) (9 -f(3 (D =7
\ (@2 - £(2 f(D £ D"

Identidade 29 Param2 n 2, a identidadegeneralizadade d"Ocagneé representada por
(ALVES & OLIVEIRA, 2017):

fn+1(z) Ofm(a -fn( 3 t‘Q( ; ( 19{‘ -tn r( E
Demonstracéo:

?le(aiz)':m(a: 3- Fn(azlr:ni(aizra QB()Z % n‘Kp né‘ 'n(f)Z% mI(@
fFu@2F(ad- R(a3E(ay«(y d Ray

"ML QD W3 1.0D (DEE- E(ad
fa( 0D - (2 Qu(9 (FD)™- "0 F (a1
\ fn+1(z) Gm(Z) -fn(j an(? ( 1;{1 -tn n( p



122

Identidade 30 Para m2 n 21, a identidadegeneralizadade Catalané representada por
(ALVES & OLIVEIRA, 2017):.

f.(2.1.(2- (2 G.(2 Y X2 (X

Demonstracao:
F n(a’ Z) Fm(a! 3- E}r(a j E-H‘( a l zré‘l q )eral mb)z nd_l- nt( Qmé} ) mfr( )
fR@2F(a2- R(as3f,(ax( Yy 8% B (ayr F@)z

" Qf(2.5.(2 -f.(3 (Y (B -E&"EF,, (a2 Ra?)
f.2.1.(2- §.(2 G.(3 (=D~ a"0%E, (ay Ral
\ fn(z)' fm(z) - fn r(a an( 3 (::I-)n__r In nq ; J:( y O

Identidade 31 Paran,m2 0, a Formula generalizada de Honsbergerepresentada por

(ALVES & OLIVEIRA, 2017}

fn+mi:(z): fnlw(z) fm1(+3 +fn(z q i

Demonstracéo:

Fom:i@2=F(a3F (a2 +d QayR ax
O (D) () dOf(y A+& O k& 1)
\ e =f 42502 +(2 (i)

Por fim, a Tabela 4apresentaum resumo dasdentidadesclassicas; de Cassini,
d'Ocagnee Catalan;e a Férmula deHonsberger abordadas nesta secédo, evidenciando
processo de generalizacdo dessas relacbes definidas para o MF. Compodese
compreender, numi@maticaepistemologicala Matematicaque a sequéncia generalizada de
Fibonacci admite uma discussdo odgpresentaca@olinomial na variavel complexa e,
posteriormente, sua extensdo para indices inte@ogjue deixa explicito um processo

evolutivo do MF.
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Tabela 4- Identidades @ modelo de Fibonacci tscutidasna variavel complexa
Generalizacao da identidade de Cassini
f..f..-f, § (=", paranz 0.
Giovani Domenico Cassini
(16251 1712)
Robert Simson
(16871 1768)

F.@2C. (a2 -R(a¥ (=)-&? paran®l.
F..@a2F,(a?- F(a¥ « p" & 2, paraninteiro qualquer.
f.a(2f.(2- £(2 f(3 X " paran? 1.
Generalizacao da identidade de d"Ocagne
f f-f f . X B"f _ param? n 2,

Philbert Maurice d'Ocagne
(18621938)

F.(@20h(a?d -F(az R(ay (¥ & E. (G&)comm?n i,
F..(a?)F.(a3- F(a3F.(a¥= Y &" E,( ) paranteiros quaisquer
f.(200.(2 -f(2 Q¥ (B -f(Pparam? n 2.
Generalizacao da identidade de Catalan
ff- f. f, X" f>m?n?2

Eugene Charles Catalan
(18141 1894)
F(a2F(ad- E(azE(ay< ¥ 4% K (ag k) paam?n 2.
F(@20F (ad -F, (a2 R, (ay (5" &> F. .Oax K a) parainteiros quaisque
f.(2-1.(2- £,(2 §,.(3 (=~ .y { )¥param?n 2.
Generalizacdo da Formula de Honsberger
fn+m:l = fn 1+fm1++f nf m

Ross Honsberger
(19291 2016)

F...(2a2=F (a?dHaz2,,.+ta §ay HOa), paran,m? 0.
F..{a2)=F ,(@2F,_ (a2 +& B(a 2 F( a) parainteiros quaisquer.
1:n+mi:(z): fn l»(z) fm1(»2) +fn( ; q Z paran,m2 0.

Fonte:Elaboragéo da autora.

Por conseguintecontinuando o estudo sobie processo de compleibcao da
sequéncia generalizada de Fibonaa®rdo discutidos ofQuaternions Complexos de
Fibonacci, os quais compdem uma Algebra com quatro dimems@em uma estrutura
algébricadefinidacom a intencdo de generalizas mimeros complexobidimensionas em
dimensbes superiores. Dessa forma, o MF sera explaedtyebra quaternibni@apartir da

insercdo de unidades imagiras.
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3.4 Quaternions Complexosde Fibonacci (QCF)

Os Quaternionsdo estudados na areaAlgebra Linearsendo assim, determinada
operacdes fundamentai Algebracomq por exemplo, apartes vetoriai® escalaresos
conjugadosas seminormas,as formas polarese os produtos internos, dentre outras, sao
definidess para os QuaternionsA priori, existem duas estruturas quatednicas: 0S
Quaternions sobr&, os quais possuem componentes reais, e asaiions sobre &,
que posuem componentes complexas. Dessa forma, oategionsrepresentamum
subconjunto dos BiquaternionfQuatrnions complexificadosSANGWINE, ELL &
BIHAM, 2011, p. 608).

Os Quaternions foram desenvolvidos péfillian Rowan Hamilton (1804.865) em
1843. Antes disso, em 1833, Hamilton fundamentou a definicdo dos numeros complexos
como pares ordenados de nUmeaess para uma representacdo geomeétrica. Atualmente, os
nameros complexos bidimensionais déoalizados no plano de Argai@huss.Todavia,
Menon (2009, p. 2308) explica queos Quaternions sugiram a partir da tentativa de
generalizagdo dos numeros complena forma z= a +bi em trés dimensdes. Para isso,
Hamilton definiu os tripletos com a seguinte forma algébrica:a i & ondea,b,ci R
com as unidades imaginaria® j, de modo que 2 = ] 2 = 1. Nesse sentido:

Em meados do sélo XIX, Hamilton iniciou o estudl das generalizagd atrags

desses tripletos, mas depam com um problema: com as regras acima
introduzidas e outras que buosc estabelecer, os tripletos ndo obedecem a
propriedade de fee@mento no caso da multiplicado que leva, por exempla,

uma algebra que ndpode segeneralizada a outras dimensdes. Apés 15 anos de
estudos e vias tentavas, descobriu que a introducd@le uma terceira unidade
imagin&ia, com propriedades, como veremos, bem definidas, levava a uma estrutura
fechada. Esses nov o mporeotds je 8 unidadés incagimariag u a t |
foram introduzidos por Hamilton er843 e por ele denominadagiaternions

(MENON, 2009, p. 2304).

Os Quaternionsdo nameros hipercomplexos, ou seja, represeantaaextensao dos

nimeros complexos na forma= a +bi, com a,bi RR,onde se tena parte realRe(z)=a,
parte imagharia Im(z) =b e a unidadenhaginariai. Halici (2012, 2013 Oliveira & Alves
(2018) explican que um Quaternion € definido pela equacdg= .1 +q .q
+0,.6, +0g. &, assim, eletambémtem duas partes: uma escal@al composta por

(%o, &, %, &) € uma vetorial formada petmse(l,g,6,, ), ondeeg, & € e; S40 nUmeros
complexogjue satisfazera (g)?=(&)? {g)> =®.¢.¢ %
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SemelhantementeegundoHoradam {963,1993)e Sangwine, Ell & Bihan2011),
podese considerara equacgd, que determina os Quaterniongscrita na forma
q=0p.1 tq.i &.] qgzkonde i, ] e k sdo as unidades imaginariassim a
composicdode q ¢é organizadaem: parte escalarS(g = q,.1 =q, e parte vetorial

V(Qq)=0q;.i ¥,.] e3.k. Logo, podese escrever qug =9 +M q. Além do mais,

o conjugado de urQuaternionédadoporq=S(9 -M§ \q .1 G i G- | G.+

Nesse sentidawonforme o trabalho de Ninahuanca (2015, p.18), sedeompreender
a existéncia dQuaterniordenominadale puramente escalaguepossui parte vetorial nula e,
consequentementegrh um subespaco unidimensiondl.o Quaternionpuro ou puramente
vetorialquetem apenas a parte vetorial, ou seja, sua parte escalar éamtaconsequéncia,
apresenta s@spaco vetorial tridimensionahlém disso,Ninahuanca (2015, p. 1@escreve
um Quaternion como uma soma direlae doi s
conjunto dos reais

com o conjunto dos

H=- RARS3, assim, o Quaternion é o conjunto gerado pela base can@nicak ), em
que, 1=(1,0,0,0)j =(0,1,0,0); =(0,0,1,e k=(0,0,0,1) A notacdo H para a

AlgebraQuaterniénica em homenagem a Hamilton.

A vista disso, compreend® que os Quaternions sdo somas formais de escalares com
vetores usuais do espaco tridimensiodesse modo, esses numeros hipercomplexos possuem

Ssubespa- daistadoo u

S ¢

vetor

quatro dimensdes. Assim, em busca de uma representacdo geométrica, os Quaternions sao

vetores no espaco quadrimensional, onde a dimensdo da parte escalar é considerada comc

dimensao auxiliar (42 dimenséagigura 9. Por outro lado, o produtguaterniéniccé linear
de maneira queloradam (1993ppresentai > =j 2 % 2 =1,4j k = jigk- i kj=
eki=j =ik.Vejana Tabela 5.

Tabela 57 Produto quaternionico.

1 12=1 | 1i=i 1j =] 1k =k
: i1=i |i2= 1| ij=k |ik=

j j1=j | ji=k [ j%= 4| k=i

k ki=k | ki=j ki= + | k%= 4

Fonte: Elaboracéoadautora
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Figura 91 Quaternions: vetores no espaco quadrimensionéboftwareGeoGebra.

€% Quaternions_ranny.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Y [Pl B (o) ZAINESIEN N

YL o acr

Quaternions (g):

1 ] . .
T 5t) 7=5@+V@ Base canonica (1,i,4,k) € B!

q=gqpl+qri+gzj+ gk

V(q) := partevetorial
5(g) := parte escalar
Vig) = qui+ g2 + gz.k
5(q) = qo-1

V(g) tem uwm subespaco vetorial

tridimensional e S(q) possui

dimensao itnica.

Espacgo quadrimensional.

Fonte: Elaborac@oadautora

Figura 107 Quaternions: subespacdidimensionalisomorfo aos nimeros complexos
(SoftwareGeoGebra.

€ Quaternions_ranny_2.ggb
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

B8 S oWl PN BN

YL AaCr
Dimensioinica | Eizo Real QQuaternions g(n) :
{escalar) {eacalar) a(n) = a+bn
a gn) =a+bn a := parte escal ar
bn := parte vetorial
n=i,j.k
Subespaco gerado :
bidimensional isomor fo aos Parte vetorial unitdria.

nitmeros complexos

Eiroimagindrio
(vetorial)

Fonte: Elaborac&oadautora
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E, podese avaliar os Quaternions da formg(n)=a +br onde n=i, j,k com
a, bl R. Nesse aso, a parte vetorial € unitaria, ou seja, contém apenas uma unidade
imaginaria. @sse modoos Quaternions na formg(n) possuem partes vetoriais paralelas e

formam um subespacbidimensional isomorfo aos nimeros complexos, alémodigale

acentuar que esse subespaco € gerado pelo Jet(;0,0,0 de dimensdo escalar e pelo

Quaternion puramente vetorial unitario (ver Figura 10).

Além do mais,vale enfatizar queos Quaternions sdo discutido®s artigos da
Matematica Bra, nos quais podem ser destacados os autdessilton (1848), Horadam
(1963,1993), Conway & Smith (2003%angwine, Ell & Bihan(2011), Halici (2012, 2013),
Flaut & Shpakivskyi (2013), Dray & Manogue (201%)liveira & Alves (2018), Alves
(2018). Nes® repertorig haos Quaternions definidos pardib-.

Nesse sentidoum Quaternionde Fibonacci(QF) é determinado pelaquacao

Q,=F, #+.189 F -6 K 38 onde a parte escalar Real é composta por
(Fn,Fns1,Fn 2,F, 3), com osnumeros reais de Fibonagcei a partevetorial possui base
(le.e,q). E de modo analogoquando a parte escalarcémpostapelos numerosie
Fibonaccina sua forma complex&;,, = F, +#F,; comi2= 4, determinaseum Quaternion
Comgexo de Fibonacgio qual é descritopor R, =Q, +.Q..; (HALICI, 2013). Dessa

forma, podese escrever um Quaternion Complexo de Fibon&dQTF) pela seguinte

equacdoR,=C,, 1C,,19 €,.6 Ck 3€, assim:

F")n = Q1 +i-Qn+1 =
=(F Fe Fo® FRr3e i(F o+ Fhve R o# K o4&y
:(Fn +-Fn+1) ('Fn 1 i'I'T'n 2)91 (FF\' 2+ i-Fn"'QeZ (Fn 3 l I:n 2’93
=Ch Chne €28 G 36

A vista dissoserdo enunciadas algumas definicdes e discutidos teoremas oriundos da
generalizagdo do MF através dos Quaternions. Primeiramssiie,apresentada a fungéo

geradoraG(xt) para os @F da formaR,, posteriormenteserdo abordadas: a Férmula

variante de Binet para os QCF e su&ensao para indices inteiréssim:
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M:

Gx)=4 ROE =R © Rt ® & ORH .+ O

By ARG Bt ®E O R L+R 10+

—_ ) —) ——) —> —>

P ROII? B LOR € O RETTHR 124

n=0

ComoR - R, -R, & desdequR =C, e €,e GCt,e, Segue:

G(xt)-tQ(xy) & Q&Y =
=R ® Rt Gt (lé) R lgg t (-F; ® +f)< 3 (-nR ® +n3)+“t--~-
=R R tOR-t. O

Logo:

Gxn(1-t-f) R Rt @t
R+(R -R) ©
(1-t +2)

Y G(xt)=
Definicdo 12: Sendo (g)2=(e)2 )2 =.&. g %, 0 Quatenion de Fibonacci é
definido pela equacd®@LIVEIRA & ALVES):
Qn = |:n "Fn+1-e_l. |"_'n 2 Fﬁ S

Definicdo 13. Sendoi2=j2 k2 ijk 4, o Quaternion de Fibonacci é definigmla
equacaqHALICI, 2012):

Qn = Fn +Fn+1 id:n+Q J KA 3'k-

Definico 14 Sendo (g)2=(&)2 ()2 =.6.8 %, 0 Quaternion Comexo de

Fibonacci € definido pelas equac®@4.IVEIRA & ALVES):
Fen = Q1 'H'Qn+1

Ry=Ch €rue €, G jzes
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Teorema 25 SejaR, = Rk, +R; K. 1 paran2 0, aF6rmula variante de Binet para Q&

€ determinada paiOLIVEIRA & ALVES):

_Ad"-BA (R.-Rb)d -(R. R p"t
= a- b a b '

Demonstracdo: Como Ry =G +Gq €6 &ee R=CG 9 e Gg

entdo, pra arecursividadeR,,; = Q, 3 HQ, 5 Serad considerada a equacado caracteristica

1++/5 1- /5

5 e b:T’ desse modo, teise as relagdes:

t2-t 4 6, cujas raizes saa =

n

a. b= d1ea+ b A Assim,aplicandoFn= a- f emR, =R F, R F.4, segue:

_(R-R.0) & (R R p"b_
a- b

Aa"- B A
a-b

Teorema B:. A Férmula variante de Binet para @F comindices inteirosé dada por
(OLIVEIRA & ALVES):

_Ca"-Dp" (R+Rb)a" {R RRp D
- a- b a b '

Rn
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Demonstracao:Analogamenté& demonstradp do teorema anteridgmse que:

R—n: F!).F-n +%FH 1- —

:R_LF-n "'R)F{n:k& =
B é’la-n_ b-n (j @ql-_ gl
_R‘? a- b 87 £ a b

R_L(a'”— b“) —R)( b a ”{a) :t

a- b
_Ra"-RbV" -R # aR "a
B a- b
_(R*RH)a" (R RR P

a- b '

A seguir, os Quaternions definidos para o MBe#&o discutide numa abordagem

matricial a fim de apresentar alguns teoremas e propriedades.
3.4.1Representagoelsl atriciais para os Quaternions de Fibonacci

As representagfes matricigiara os Quaternions Fibonaccianos sdo geradas através
de uma combinacdo lineam dois casos: 0 primeiro que envolaeparte escalar real

(Fh, Fhs1.Fn o, Fr 3) formada pelos nimerake Fibonacci e a base compasédas matrizes
S S, S e S0 E, o segundo casopnde seconsideraa parte escalar complexa
(Ch.Chi1,Ch 2, G, 3) constituidapelos nimeros complexos de Fibona&ara isso, Hei

(2013) consideras matrizeslefinidas, send@? = -, a sequir.

&, 00 &s, 0 O & g 0 Gis 04 05 03-i
=@ 83 &’ =@ U, 8 @ .50 »=. 065 &
% (?0 So 93- :égo 'i52 ,8§ '% 0 8 [ 0 8 @ 19 2 |§0

Considerando as matriz&s, §, S e S;, poden-se verifcar os produtosatriciaisa
seguir.Com iso,podese observar que valemeguacdesS S= -39 =9 5 =355
e$9= -3§ =5 E,sendoS umamatriz identidade, logelaé o elemento neutro em um

produto matricialassim, podese constatar a igualdadg. §, = § §ondeh=0,1,2,%
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830 15 030 0668 @& 160 &0 O®O & 16
e 0 A&y 00 0, @0 0
6g-d 1 0% 00 o & 21 & %D 8910+§
0 06 04-1 268 & 060 39 081 40 0 &
o2 1Po 8P 008 Fo Hol
840 06 140608 1 60 & 6084 0 51 &
<] 0 60 ) 00, e 0 &
%.§:¢‘?>0+§'01+9-290 D& oD 91‘2:953
-1 0 5030 9% @ 05-1&8 Q0F1 40 0 5
o 19 0F0 89 @ 120281H Ho?
84 06 130 669 @ 05 14 0081 40 0 5
% 0 @ 00 5 @ 0 .t 6
Sz-%=aeg%0+ 0F1 528 € -2 0f §-1%0 gbohé
-1 0 5 080 96% & 000 & 2080 & -16 "¢
Fo 120%0 8B F o2 FloH Fol |
830 0640 100 40 o1 & 66 414 0 05 &
(o) <] 00 0, 2 0f e 0o e
%.g:g%o+9'1of§ qo 0 F_ DT o0 %5,
0 15 050 %8 & 080 &2 0 0 16 7
®1 02 0% RF 2 0% P80 B o? ¢
80 06 8 1 06® & 060 & 6 GO & 00
0 00 6, @0 0
%ﬁ:@“'@e(’p@@ 02 F5 &o B Loy
20 106 040 %F @ o056 1a 2-10 &0 0 &
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Teorema 27 O Quaternion de Fibonac®, =(F,, F:1,F, 2.F, 3,) pode ser descrito na

forma (OLIVEIRA & ALVES, 2018):

a I:n I:n+1 ane I:n 3 6

Q=FeS S s Fas B0t P e P
- . 1. 2. 3. j— 2

n n n+ n + 2 Fio Foa F, Fos E
(on Fars Frne Fow Fro =

Demonstracao:
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F50+Fn+1§ e ka3 =
=F, O . O F =
" 502””890 s, 0% 0 0iE o
al 06040 660 404 0604 o6& 06 140 o0 0k 0514
0 &, 00 & 0, & 0 0 A& 00 &
:;%1_0900;%1@ 0%0 § _go_oglfth o F -£of
l:n' "+Fn+1 3 l:n+2 §8
0 05140 % %0 @ @-1% B30 0604 9% 0% 8008
0 &, g0 0 ,& 0 0, &g 0 0
02081 92 o 02 afo & ??ﬁ 0&)9__-1(;50 0o d
ééF 068 0060 & Fy 0080 6 0 40 @ oF @& 0 & 0040 06 & 0 Fyg o
0 6 0 @& 0 & 60, 0
_ae;o Fn—@o(:—)q+ w0 EO?O 9+0 330(? QoganQ ae-f_O@ 9 (;Fn+3 0 E
a006éF 0@8 2050 0 8 -F QgF 0 0@ ¢ 8) Fug 0 a0 09 :
aea%o??oﬂiﬁ)geoffo rn o0 2 e D F Fgy 0 Pl
a4 F Fud Re Fisa 00
& 0
wlha Ry 0 £ Fos 20

Py Frg g % Fop 96
Q'Fn+3 'FnQ+F@1+ Foo 2+

Teorema 28 O Quaternion Complexo de Fibonack, =(C,,,C.11.C, 2.G, 3., podese

escrito na formg@OLIVEIRA & ALVES, 2018):

é Cn Cn+1 C:n 2 Cn 3

B

e

C

C C C C, 3

+ & =n+l n n 8 Z ¢

er Cn % C;H'l § -IQ+2 § -ﬁ: & § $Cn+2 Cn 8 Cn _Cn " (c:
C” Gz Chne Gy G -

Demonstragdo: Como R,=Q, HQ..4, de onde setem R, =(G, G, G G 3) -

=C,g *G,.1.8 € o6 &, ¢ assimsegue que

Ri=G G & G $ fw:a' $ =

&y 06 ds, O 6 a (% @is 0o

Cn'%o ﬁn+1$0 . 0€, % 0~

¢” S0+ ¢Y 2+ g o 2
@l 06040 66 a0 & 000 & o0& 0o 140 o 008G 05 14
0 &, 00 & 0 & 0 0 6 &
ca 12000 o2 21§ oo g 2ol ofn *C‘é 0F - £of
n: 5 10 0 xMl'x n+2: o 8 ® ~
0 06 130 95 0@ a-1 % #a0 0603 0$1 4006
0 H& 0 0 & 0 ('5 0
F0 02 0f1 92 %’bm&o 92 ??ﬁ 0909__190 0 o0 2
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ézege Cn Cn+1 g G%Q QW 3

- x¢ Ca G = '@ s Gz
%sz Cn 8 6 @n 'Cn ¥
¢

&
'Cn+3 CnQ - C@& Cn

o
[P .

Além do mais, Halici (2013) define o0 seguinte produto matricial:

80 I, 40 1 a, 0 _
K= AN,  sendo/y =z 'e 4= aeo Lo Isso permi¢ escrever uma
2 '

¢cla 0 c1
representacdo matricighra osQF com oito componentedessa forma, sdo consideradas

matrizes a seguir:

. se &% 0 0 &S 0 &
M=y ASy geo SDEAL B Sf\geo s 9
., ie 85 0 0 &S; 0
A =1, AS, ‘geo s, © A b S@geo s,

Definicdo 15 Considerando asnatrizes A e B de dimensdesn{ x n) e (@ X Q)
respectivamentdgemse queo produto de Kroneckegntre agnatrizesA e B é a matriz, cuja
dimensacé (mpx ng), determinada por (SINGER, NOBRE & ROCHA, 2017):

da B @B - g B
AAB:@ZlB aB - ay B :
ae . . . .|

(

x : : :
c@muB apB - anB.
Considerando as matrizeg, A, A, e A, podemse verifi@ar os produtosatriciaisa

seguir. Com isso, podese observar que valem asquagbes AA= -AA H

A= -AA A AA =AA Ae A122A22 :Ag =lg E, sendoa matriz Ay uma

identidade, logo, elé o elementmeuto em um produto matricial, assim, pegke constatar

queAO.AFAhA,eAé: Ahz A lgparah=1,2,3



as,
AR =

¢o
fo Ay =2

%
Aoy = 2

%

as,
A=

¢o
Ag- A 20

Ho 1)
\Z

s §0 s

»cbogz;
W o

2o o

aa ao

~2 3430

e

£

(0]
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06 080 56480 05 03 1 (_”?aﬁ%
6 o2, 006 o O
0o 2 oo o_aegmeo 02 -Fo o6
08 040 29530 18 040 9
0o 2 oo §_;g-1 02 ofo §§
06 04 1 & 0A@& 06052;6
0 e 006 0, &® ¢
0+19°¢;+§5§e 00 ¢’ -
16 0a0 % & @ 060 8% ¢
08 o0 8 B osog%ﬁé
¢
06040 66440 05 04 1 @
02 oo 35 08 1F0
06 040 563%10 -15 0&0 §§
0 e 3 0 Hee
0% o0 888 o ¢ oo &
16 040 66 & @& 000 é%
0 Hee 00 0 e®
02 ofo & E& o2 &y
06 0a-1 % & @& 060 &89
08 120 82 B @ 0% g%pl
&
06 040 6833 0 16 0&0 &5
0% oo §TR102 oF0 P
05 040 9¢%0 05 0a-1 9%
02 020 8%R 09 1F0 B
15 080 6 0AG 080 4056
0 q&, 00 6, a&d |
02 0o & E& o Ty
05 &1 % &@& 060 ad
02 o0 82 B@® 0% gegﬁf
8
06 040 6830 16 0&0 05
0% oo S 0 ¢ oF0 P
06 040 9¢%0 05 @ 1 9%
02 0F0 8D 02 -Fo B
05 140 856 & @ 000 &3
(o) ae (o Xe} 0, e
02 of1 32 g & 020 T
0 6 0a0 %5 & @ o060 ad
12 0F0 82 F & o% £d
hs)
O 6 040 834 &40 056 140 Q@AQ
02 oFo 3%&0 02 oFr ¥
06 040 9831 0 &8 040 9%
o ¢ oZo S_@ -1 2 0%o 88
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Teorema 29 O Quaternion de Fibonacci pode ser escrito pela equacéo (OLIVEIRA &

ALVES):

K'Fn a)AL (Fﬂ'2+ KFH'CLAZ (Fn'§ +KFn iAB

=(FR, KRa)A 0Fa
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é Fn I:n+1 FnQ Fn& I:n1+ I:n 2+ I:n3+|:n4
£F

e 'n+l
aal:n+2 FnB I:n 'Fn]:L I:n3+ I:n4+ I:n1+|:T12

I:n 'FnB Fnz- I:n 2+ I:n1+ I:h4+|:n3

:&'Fn+3 anfz Fn]:L I:n I'—'n4+ I:r'13+|:n2+|:n1
anﬂ 'anQ l:n:} Fﬁ 4+ |:n Fn+l FnQ Fn&

69Fn+2 'Fni I:n 4 'Fn 3+ 'Fn+1 I:n 'Fn{% I:n 2

iFmS - I:n 4 'Fn B I:n 2+ I:n+2 Fn 8 I:n 'Fn i3

8an+4 Fne ~Frn2 -Fog Fns Fnoae Foos Fy

Demonstracéo Sejaaequacior, =(FA KFuiA) (FaA KR pA) (R af KR o8
+(F+3A3 KF, 4A9 e usando os resultad@sseguiy de Fn.1.1 4.Sg, Frio.14S1, FhezlsS, €

Fn+a:1 4S5, posteiormente, cada parcete@d calcubda.

al, 0 85y 0 &

n n geo l, €0 sp =
_ al,sg 0 6
= Furee o=
;& 00
= Frage )
"% o1, 9

al, 0 disa O
FreolaS = Fy 28 0 - -
[, = -is
o 2 + @ 2
0

_ alyis, 0
= M2 . 0~
n+ C 0 '|2152 -
330 18 040 &p
e 0 ~e, 00
_ £-1 0 = 090 s
n+2:

%20 0640 -160
T olE o ¥

_. & 06
- 2 0
"t -m 2

al, 0 a0 s, 0
FrealaSo=Fhea) | &

¢” 2 ¢S50 P =

_ a o0 |250 6_

- FI"I+3'EE I O d_

¢ 250 -

ao 1,

= |:n+3'o":3‘ | 0
c 2
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élz 0 6 (& |52
FroalsS3= F 2
i " 890 1, _|5@ 0
_F é 0 |2|$2 9_
- n+4.§2j52 0 g—
4% 06 & 1 86
0 00
% 0= -f 0 0=

*4'%0 156 040 go

0 0

9'1 0+ OQO =
a0 h b

= n+4-g’%1 0 (_)

Paraaprimeira parcelasegue que

a5 0 630 1y 0 ]
Fnfo + KFpu1Ay =Fy E;aeo S —?'4 0 %nﬂ O:ée 5 &
aaso 0 6 80 050
ano So =+ 3% 02 8%& 0 Fualy gss';l 0 __g
80 05 &, 0 @8@‘ Fuls O +(ges,o 0
% o2 ¢0 sg %
ééso 0 o 80 0560
ae;0 So 2 D 0 93 0 Fretd4So 0.
naeaO 0 o aso 0 oog Frs112So o ¥
a% 0250 s, 2
8&F,S¢ 0 6 &0 0 6 0 a oao o} F&l, O
:g 0 Fuso? & 02 8+ z B Fal, 8:
£ 8 00 &S, 0 oy +1|2 6 040 63
g Dol Fo FRsX %o n+112 © ofo 20
& &F.,sq 0 & Faul, 06
220 Rse? B Fn+1.I2 29
- Frial2 0 06 Fgso O %_
% 0 Rl 2 & Fisp @
& &, 0 0 035 Fa, 0 0 0 &6
 ®» R o0 0 T Faw 0O 0 g0
® & 0 F 00 @ 0 F, 0 00
® 00 0F?Y F o 0 Fy o2
"B®F., O 0O 0 6 FaO 0 0 57
%o Fy O 0§ OEF 0 0 88
0 0 -Fy 0O 8 ©@®O0F 0 63
0o 0o 0 Fy: o oF 2



&F, 0 0 0 Fuy 0 0 0 ¢
(=S (
20 F 0 0 O0Fy 0 0
®0 0 F, 0 0 OF, O I
(=S (
_e0 0 0 F 0 0 0Fu
anﬂ 0O 0 O F, 0 00 :
@20 -Fby 0 0 O0F 00 ¢
0 0 -Fy 0 0 0F 0 ¢
é%o 0 O0-F, 0 0 OF, !
Para a segunda parcedaguegue:
as, 006 & Iy 6 § & 0
(FraAt KRy oA) =Ry 4 o+ § g ‘e g § =0
o S = + +
dis, 0 & & 058 0
. =0 -is; 2 B o? 8% 0  Fuzls 85 0 5 _
"® 20 05 &s, 0 PEFFuly 0 FTo 52
@ g0 = G
C C 0 = c 0 1S, =X
dis, 0 o6 & 08 o
aee .0 6 0, «
:F+1.£ 0 -isp = 290 0+ an 0 Frio 4S5, 8:
e 50 06 &s, 0 80cFualsS o 9
@ o0 = 63
¢ ¢ 0 = c 0 1S, =X
88F,.11S 0 ) 30 05 k! 040 & Fae.A 0
; 0 0] Oee & 0
e 0 Foals; 2 D 02 6z0 oo 2 D Fienh
g 80 06 ganﬂ.isz 0 08 -Foo/m O 8 80 08
& 0 0?2 c 0 Froiiss 08 0 Fuohy 2 D o2
8aF, 1155 0 0 Fde A 0 &
. 0 @
_ a8 0 -Fraldsy = 8% Fne Al ol
Fa-Fup/y 0 8 Fiyis 0 98
Lee o e : 86
cC 0 Fn+2/71 - go 'Fn-&l S I+
A&F 1/ 0 & Flg.A 0 06
& o] 60
:86} 0 - I:n+1/71 - g%) +n Q-/i+ o)
-Fu2/n 0 8 Fagh 0 96
0 & 86
o 0 I:n+2 hl - ¢ - I:n {'/1 =+
a o Fuy O 0 0 F,p O 0 &
& _F o 0 o0 F, 0 0 0.,°
e n+l n - 0
® 0 0 0 -Fy O 0 0 F,,0
e (0]
_e O 0 Fy O 0 0 Fhe 035
: 0 -F., O 0 0 F,4y O og
> Fn+2 0 0 O 'Fn-]; 0 0 0 0
% 0 0 0 F.n O 0 O -Fnig
& 0 0 -Fu, O 0 0 F,y 09,
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Para aerceira parcelasegue que:

as, 0o @ I, 6S @ 0
I:n+2A2 + KI:n BAZ :Fn 2 ot I:n (€3 =0
(?0 S = g o =0 § +
80 s, 06 & 05 O
e 0 0 O, " ~
. S 02 D 0?2 0 0 Ful 8 00
2" ge 0 04 &0 S, 699—Fn+3|4 0 ?0 S 9
¢ ¢ T 670 =
80 s, 06 & 05 O
ae 0 0 O,
_ @'50 O - é% 0 9 Qa O I:n+3'|4‘SZ 0
_Fn+2'a3 o " o 0% (O
80 006 a0 s, 0.¢ FuslsS, 0 s
¢c G - G 2o =
a o F.,S, 0 & 0 6 0a 040 a0 F.gl, ©
&e 0 0 Oee & 0 0
g FeSo 0 2 o oz oo 2 els 0§
@ o N 2 L ~ o x 0
a0 06 a o0 F.,S, 0O 0 -F gl,0 a0 0o ..
& o 5 o
& 0 & 00 Y 0 0
g 0 0?2 GF.,S, 0 _+§;%%@6|2 0 - o2 29
éé 0 I:n+2$0 6 éo FnBJZ 66
e 0 06
& Fns, 0 2 £, 0 6
® 0 F.l, 8 &0 F .S, 26
G- 0 86
c¢ P 0 - neSo 0 =
8 0 0F, 0 O OF, 05
& 0
20 0 0F, 0 0 OF,3
®-F, 0 0 0 F£, 0 0 0 0
& o}
%= 0 -F, 0 0 0 F, 0 0 g4
@0 0-F, 0 0 O0F,o06@®
& o}
® 0 0 O0-F, 0 O OF, ¢
®fF, 0 0 O0-F, 0 0 0 ¢
ég O F, 0 0 O0-F, 0 0 8

Paraa quartgarcela, segue que

45, 0 640 1,8 S 0 ¢
(FresPs t KRy wAy =F, 3%, f)él g %n v ¢
O S 3¢, 0T s S
&0 is, 6 80 06 ©
: 0 O
_ s, 0 2 ® 0?2 @Jge 0 Fusls 6S& O
"R 20 06 40 is, 0o Fwals O LS
E® 00 F, o B
¢ ¢0 0= ¢Is2 =



140

éé, 0 |$2 0 éO 0 0 6
3 o] 0 O, ~
_ 3?52 0 - é% O - O_'; O Fn+4.|453 8:
n+ 2 5,0 0 6 é 0 i52 689- Fn+4.|4.S3 0 =
£PH 02 Fs, o X
¢ ¢ N
a4 o Fri3is, 6 &0 0 5 da oao 6 & o Fonu-f 00
& o Oee o 0o
_ %r&S 1S 5 0 = (?) 0 = 0 + (?Fn+4'h1 0 —9
g 80 0 g a o Fri3iSo 20 —Fn+4/71 8 80 0 g g
& 8% 0 = éa%n+3i52 o = n+4f71 + ‘36 0 =+ 9
aa o Frigiss g FnuA %
) eFusis, 0 2 Fw- 0 o
0 -Fhea/m 6 &0 ngl 86
&¢” Fea/n 0 2Fle S 0 02
g—eé 0 Frea/l g a o0 n+all1 08
_e& C n+3j71 0 - é%n+4'h1 0 -Q
0 - n+4h1 g 239 Fn 8 /1 82
ao o O0F,, O O O0F4 0
& o
=0 0-Fu3 0 0 0 F,4 0 3
20 Fnuz 0 0 0 Fy 0O 00
_axoFsws O 0 0 F 4 O 0 0 g
0 0 0-Fy 0 0 0 Fgl
0 0 F,, 0 O O0-F,g 0 §
®0-F,, 0O 0 O F,g 0O o0 @
%Fnﬂ 0O O 0 -Fhbg 0O 0 O 8

Por fim, considerando que matriz Q, € dada pela equac@p = F,S +F1 S
+F,2S, +F, gS;, podese fazerQ', = F,S +F 29 K 3S  E 4& assimreunindo

as parcelasegue que:

Ri=(RA KRuh) (haA KR A (R A KR 38 (K 3A KR 44

aa F, Frs1 Fne Fna c)aFn1+ Frno+ Fns +Fna ‘50
eF F.  Fong Fna OBF. L, F Fra Fng 2
e 'n+l n n -8 nzZ ge ' n 2+ nil+ n4 +"'n3 @
@F,., F,g F, FnpO0®F,3 Fose Frp o Fr2 @,
e Oee o
_a; Faes Fne Fox Fi +C I:n 4+ " Fz Fne Foy 6
TR ~ 0~
-Fii Fane Fana Fj 4+8 Frni+ Fh2 «Fna dg
Fovz -Fni Fna  Fnseg §1+ n Frs +Fn2%(j
I:n+3 'Fn-l4 'Fnll- I:n 2+8 E?12+ n3 + I:n I:'nlo+8
c Fr+a Fne -Fna Fni:s n3+ Fa2 +Fn1 +Fp 9 -
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Teorema 30 O Quaternion de Fibonacq.,, = (F,,,F , 1.F » 2,F » 3.) pode ser escritpela

equacaqOLIVEIRA & ALVES, 2018):

23- Fn I:n-l 'Fn 2 I:n 3
n g I:n-l 'Fn I:n 3 Fﬁ 2

an- 2 I:n 3 - I:n 'Fn 1

o Foos Fn2 Fn: +n

Q—n:F-n-S) +FH1-§. *Fn-2-§ I"_'n 3§+(

doO - MM

Demonstracdo Aplicando adentidadede Koshy (2001)F. =( -1)n+1.Fn, seguajue

Q—nzFﬂ-SO +Fnl-§ "Fn-2-$ IFn 3-§+

aso 09 ds, 0 o @ 9 0 @is
=F., S SF oy b o
"E s, OBy s, 02 E o TR

&1 06 040 06 34 060306 6 040 & 005 @3 050 &0 12
0 &, 00 6, @0 6 @ 0 G 00 )
a0 12000 o2 A F 020 Fs 2 o0 Bl g b Fofy
-n ~ 40 G N1 ~ a9 ON-2°3 ® 0 x NFER'Y ~1 ~ Ao o]
0001080 g @ 001a8o-1§0 ao 0 o 06l d 040 8(
0 @ 30 6,28 0 ® 0 0y 0 @y &
20 02 of1 92 € 12089 208100 2 §F102 of0 ¢
&1 05 080 06 D4 060230 0 040 406 & 2005 B1 0
0 &, 00 6, 80 0 & 6 & ¢ 0 6
v L2000 ge 4§ 0F0 g0 Biio§ ol -Fog
(l) 'Fn' 6']) Fn-l' ( 'Fnz Ll) 'Fn-3~' 0
%061500 § @ 061°§6 -1%0 °000§e 0 15 040 §(
0 a8, @0 0, & 0 & 0 " 0 A&, ol
70 0201 2 5@1;09_+ 0F1¢00 2 102000 ¢
B, 000050 & Fy 6030 o 0 0B oFA 00 6 43005 40 Fad
0 60 0 & 0 0 & 60 @& 0 0 & b @ 0
(_1)n+1§0 Fn+g%0+o{ y %—1 0 00 - (g_])n_l aeo@e : Oan.z@%_ﬂnzae@M ¢Fas 0 -
Foood 06 T Towoooo8 Ry o FR 0 0@ O %o Frgd #0040
g8h o0& B BF 02 B & (¥ , 0 & 0 0
ol RD  Fofo rg oo X FofR, HEL @02 Bol

d3-F, Fn1 0 B, Fops

&, 0 (

:( _1)[’] %;-Fn-l 'Fn - §13 Fﬁz (

Fn-Z Fn-SS 'in 'Fn} :

(;'Fn-S Fna = F@} *n (
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Teorema 31 O Quaternion Complexo de FibonacBi , =(C ,,,C ,1.C , 2,G , 3) pode

ser escrito pela equac8OLIVEIRA & ALVES, 2018:

R—n:Cﬂ-% +Cn 1-+§ +Cn 2 § Q] 3§+ =

éC-n C-nl+ Cn-2+Cn3g

:gc-n-l Cn 'Cn-3+cn2-g=

zc-n«z Chz+ Chp. 'Cnl-g+

Q'C-nB Chror Cny + Cp =
6;e(":n Fp.1) (Fna iFna) (FaziFhg. FasiF gy :
= _1)n_ae'(Fn-1 "-_Fn 2 (R _'F"h 1) (Fn'-s'_'-Fn 4) (Fna _"Fn 3) [
a:"('Fn-z I'an-S) (FnS Ik 4) (Fn'an‘li)- (FnIl-FnZ) !
E(Fos iFnd)  (Fea iFrg (FaoiFed. (FoiFqg!

Demonstracdo:De modo analogo abeorema 28podeseescrevequeR ,=C,.§ +C, 1.9
+C , .S +C, 3. considerandoque C,=F, #F,, Y., E, i.F ;. E aplicandoa

identidadeF. ,, = ( )" F,, sequegue

éC-n C411+ Cn-2+Cn3
®x
:ae'C-ni Ch 'Cn-3+Cn2
a%C-n-E Cr33+ Cn- 'Cnl-

?C-nﬁ 'Cn2+Cn1+Cn

295 FotiFon FoadFaa8 Ba2ithgs Fusifgg

:ae?(':-ni*-':nz) Fo tFoy § §n3-i'5n4)l-: n2l-Fhi

'(F-n-E*'FHB)- Fn8 1r'|'Fn4- QéFn i-'Fnl -F+'ni+i-Fn2)r 60

. . 0 , ; 0

& (Fng #Fnad Frno LFn3) ++gaEF-n ttiFn o FotFoy 20

('1)n'( g HFn-l) ( 1)P'(Fn-l iFq 2) ( ])n(':n 2-'“':n3)*- ( 3n(':n'3 i-F'nA) E

(1)( '1)n(Fn-1 i'Fn-Z) ( ])n( I:n'”:n'!i) ( j( ';ln('F'n 3-iF-n4)-' ( )‘n('FﬁZ i-F"n?) -
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(-Fo 4Fn1)  (Foa Faa) (FaziFg. FosiFay f
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Teorema 32 Paia s Quaternons de Fibonacci, \& a equacdo (OLIVEIRA & ALVES,
2018)

R—n:(Fﬂ +KFnl)4A0 (+Fn1 4K-'Fn2)-A]+(F|'n 2 -KE+n9A2 (+F n+3 KF nﬂAS

ge'Fn I:n-l 'Fn-2 Fn3 I:nl- FnZ-FnB-Fh4
ee_Fn-l A Fas Faa Frna Fni. Fna o Fog

an-Z l:n-3 -Fy ot Fn 3- Fis- Fn1 -Fn2
=( _]_)n.ee' Fos Fn2 Foi n Frnsa Fnas -Fh2 Fyg
an-l Fn2 Fns Foa Fn Fni. Faz2 Fngs
@F2 Fn1 Fis Fas Fopro Fo- Fas-oFpo
$|:n- Fn4 'Fn i3 'Fn 2- I:n 2- I:n 3 - I:n Fh 1

Q'Fn-4 Fna Fn2 Fno1o Fag.Fna Fpa o Fy

100 O: ©: Of Ok O: O:O: O O: O

Demonstracao: Analogamenteao Teorema29, porém, considerando dedices inteiroe a

identidade., =( 9" F,, segue que:

Rp=(Fn ®KF A 0Fnp K )AL (P KRS A (

;ageF-n Faw Fn-2+Fn3g B,1.Fn2 -F+n3 F s g

@F-ni Fn Fhns+Fn2 ¢ gnz-ﬁnl Fins Fonsg 0
5
0

%F-n-e Fn3+ I:n- 'Fnl-g+ R:"n3-|:+n4 -F+n1 l-:'ﬁz =
:a@'F—nB Fror Fna + Fn = €n4-E‘n3 Fnz F o 0_
E:e":-n-l tno+-Fns 'Fn4+¢? En. Fo. +Fn2-F+n38'
Fne -"Fnrnis Fng +Fn38+ Enl Fyn F-n3 F-nﬂg:
Fng “Frar Fng Fn2 & gnz Fins -Fu F'-nl(?:

(0]

08 (3%, 1 ((1"Fao. ()" %as (1R 88
(1)n1n2 (QFnl ('n'-anA (])n'anS-bd
(7R (§7Rs (7 (4)an‘.?ae(l)”2 (§7Fe (FRy (47RO
('1n-2'Fn-3 ( 1)[]-an-Z ( ])n'Fn} ( 3” Fy —g ( 1)n3 ( )nZ ( n'}FnE ( ])nFn 1-

PR (1% (PR (450 (7R (F7R 0
1)n-1an_2 '(1)Fn1 (')n3n4 ( j:nSOaE(])Fnl (])n'an () ( ) HZSg
)n-z-Fn-s '( QHFM (]) o1 ( ])n'}[:n 2- 8:( )Qan-Z ('1)n-2-Fn-3 ('1)H n ( ]) Fn} 00
1)n-S-Fn-A ('1)n-2Fn-3 ( 'n}FnZ ( J)nFn 1- 9?('1)&2-':&3 ( 1)p-l]:n-z (])n'Fnl ( ])n?l:n 99
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Finalmente, o resultado é simplificado, de modo Que~F .S +F, 1.8

+F—n 3-53 YQ‘ n :Fn-l% "Fn 2§+

Definigéo 16: S&o definido®s conjuntosH ={ Q,: Q, {F,

numeroreal de Fibonacci, eH "=

F
lpn:Pn
f

aw
=35
¢z

isomorfismo entreH e H' numaaplica¢doQ, -

-Z

OO

w
P

Fo39 + R 4%
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"Fn-2-$

n+l’ n-Q: Fn 3-)} y Onde Fn é um

> (HALICI, 2012).

paraw zi C, de modoque existe

al 06, 1a0 .0 0 -4 b
Teorema 33 Para n2? 0, desde queE= ol = »..98 = , K 5 e
01?2 o2 0
atraves de uma aplicac&p - P,, podese obter
é Cn Cn+2 (
Pn = [
(?Cn+2 Cn :
Demonstragdo: Por meio de uma aplicagdo Q,- PB,, podese escrever que
al o0 0 a0 o 6 0 ¢
P, =F, 0 NP F% H o . ¢ Desse modo, para=0, verificase
% Og-l - ée =~ t 0 C
-] ~ H o o H c’C -C
al 05 _ 140 -4 ® + &aR+if F, iFz3 080 2
quePO'Foa% 01 g2 Fg 1 & X "B i 02=
C + ¢ cha-l¥s Fo Al v(@fa(j Co
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Destarte, p& processo indutivo, sag que:

06 140 50-4 _ @ i4aR+E F iF, 53C G O
'31-':1:% o2 . Mo Mo jexl ¢ pip 02 3
= © 0=l +1€ : 09934_4 1-|2+89§C19
o ~ o o H H ~°C 'C 6
&l 06_ a0 0-4 ® +aaF,+if; F, iFs 032 "0
P, =F W R ; 2" NEET 0
B LA B AR .
o8l 00, 140 50-4 . O P4 aF+iB, s iFeqf;‘ecs_ G 0
3~ 3a°0 0 4oge-i %1 @ g OgegeF5-i.%6 Fs 4F4 gge(? Gg
81 06 _ 180 5 &0 -15_ 04 i HF +iF. Foo iF,a0
F=F 0+F1 = Foo 6Fs @, W - 6
" 12T oRi 2 0 2™ fo F-iFie FrdFga O
a G, -Chz ©
= 0
gacn+2 Cn 9
a0 -io_ 130 6§ 1 G 61 0 & @ -1 a a0 &i o
Rt =Fy +Fn+433| 0 QFn 0% %30 e Fn"'i_'}o i éé:n'§+£ 0 %@I G O
¢l 0+ " 0¢1 =70 % "= ¢ ¢ ¢ *
R tiFhe Fna iFn4+q§eCn+1 'Cnﬁg
= i . o}
chnea~ Fnu FogdFpo +85'Cn+3 Chy 2
o
a1 Oo 140 o -4 60 b )
Teorema34: Paran>1, desde que a°0 0 = &..95 = . eatraves
0 1= 0gti = @e

de uma aplicagdQ.,, - P,, podese obter uma representagéo com indices inteiros, tal que:

{

?'Fn-z 'i-Fn-S) ( I:n iJ:n l) :

&C, -C,a g'(:l)ﬁ.é (-Fy +Fn1) (Fho iFng)

Demonstracdo: Por meio de uma aplicagdoQ_,- P,, podese escrever que

P,=F,E #,.1 F,,J, F,3K. Dessa formapelo processo indutive aplicando a

identidade F.,, =( 4)""* F,,, podeseverificar que:

A ooF |ao 0-& ao i3 8F,8F F |F2Q28C1 G
1= 1 0 0 & &k 0 -
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P_FalooF i50 %o-a Ff@ VAR, Fo iF QgeC.i Cog
TR AT R T F Y ofFR-B Ry m oo
. X s ar ir #8C3 -C, 0

8 05 i 80 -4 D +aaF_3+t"j:2 -F 4 4R 0a 3 1%
Pg-Fg% 10*':2 ® “_’81 M g £,-9F R 5
Og-l s @ =+ Ogg o FsA 2-"#51 C39

al 0

@ 1+ " Og-l +n j‘ @ 23 ++ Oéa?:n-g”:n% Fn'anl 4
éC-n 'Cn+2§~?
=& O
QE-nQ (TQ

806, G-i 5 1G _5i 04 & -1 & 05i-
"R P Fagy ) 0Pz Fgﬁl'o”?F”ﬁoﬁ?E”WlW %14+"§+

_éF-n -1+i-F aoe T n 3 I+ n 4_§%C-ni -Cn 3+0

= . . 0 _
FneriFnar FoadF 2 S8 ¢, 7,0

Teorema 35 Sejan B T He det( P, ) , 0,a matriz inversae B, é dada por:

a (

1. 1 a G, Che2 <
Pn —F(Pn).% .::
(o Chs2 C -

Demonstracdo:Considerando a relacée,.P, 1= =1, :P .P,, podese avaliar que:

P.RI=1, ¥
3 a Cn - Ch2 éa11 Vi 6al 06
Y @ 3 Be oy
FCz G B ay —% 19
o a Crag- Gupay Gap-Giadp 08l 0
Y & Bae |
CCnz A1t G @ G+ G . ap _a% 1

Resolvendo o sistema da equagdo matrigalcomo det®,)= C, C, +Cyo Cio

= F2 -IFn+1 FP 9 Ff 3 encontrase a seguinte matriz inversa:
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a 0
x Cn Cn+2 0
& __ - ¢
P-l_:cn CitCh2Ge G .G 4G G 2+%
M
& 0
) 'Cn+2 Cn 0
EC, CtCraCre G G #Gra Gt D
a 0
- 1 e« G Cr2 0
det(P,) o——— Q
" (;'Cn+2 Cn 9
E, de fato podese verificar que
a a 0
(P-l).P - 1 .% Cn Cn+2 % Cn -Cn+2 0:
T detP) B—— Z g
(;'Cn+2 Cn € Chi2 C, =
— —9
_ 1 @6 GitGup G -GG &G %
detP,)® 0
" ? Cn+2 -Cn '}Cn- Cne Cn 2 -Cr\+2+cn-cn 9
&l 06
= g2
% 19

Propriedade 1: Paran? 0, a matrizP, satisfaz a:

det(R,).defRy) = 1

a—
Demonstragdo: Como quedet,)= C, C, +Cyy Cio © det(pr;l):gcn CntCra-Gr o
e det(Pn )2
¢

segue que:

det(R, ).detf; " =

o

a— — 0

(e Ch ChitCh2Cip 0
=(C, C, 4Cprp.C, o) En = 0
n n +2 2 é% det(Pn)Z 8

=1.
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Propriedade 2 Paran? 0, a matrizR, satisfaz a:

Demonstragao:Avaliando a recorrénciéP, l).(Pn'l) = L, %P, 1)' 1.('Pn 1), segue que:

a @ x 2 «
1
PRy 2=y, y— L @ Cn Cuo b 08 00,
TR et B — by OB 19
Q'Cn+2 Cn ! 276 N
a— S 8 N
1 eC y+Giaby G by +Gopo bzzQ:gel 0 2
i) E —— — o %@ 10
" 88 Chez O Gy -Gip by G bzzr—og '
a Cn 'Cn+2 6
\ (R =2 0p,
gacn+2 Cn 9
De fato:
a Cn -Ch2 0 1 é C C 6
-1y 4 - & 2 0
(R (R H=2 Sepye__©
¢ Che2 Co =700 G~ “n+2 o 9
de— 0
2C GG Goe GGa -GG o
ety detf,) ¢
’&_— — — 0
®Cni2- G- GG G 3Gt G .G 0
2 detf,) det@,) 2
al 08
s 0:|2
® 12

Propriedade 3: Paran? 0, a matrizP, satisfaz a:

-1
(RRY =RRE
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-1
Demonstracdo: Primeilamente, calculando a inversé\Pn.Pr;l) , deve se verificar as

igualdades(Pn.F}]l).(F}].R{l) = b :(Pn.Pnl) 1.(Pn. Pnl). Dessa forma, segue que:

(RRD(RRT) *= 1 ¥
v al 0 gadb _ 3 G v
0 @, ~ &
@ 13cgd 3 g
.3 b o 1a0 .o
Y 5 \F:
& dlof 2
al 06
\ (PR T G
BRh =g ) 0
4 31 0 3140 & @& ,
Poroutro lado, terse que(Pn.Pnl) 1.(Pn.l3n}):% 8- 29 =3 Assim, e fato:
0 12001 D §
a 0
s C c x Cn Cn+2 0
a - 0 ¢
Pn.Pr;lza n n+2 £§(Pn) detPﬂ) 0:
& o
¢Cm2 & %Cup G 6
Relf,) detf, )
4 0
2 C G+GurGe GGa-GalG 06
2 deR) detf,) ¢
® 0
&Ch G- G .G G Ci+Gun Gy 0
£ detf,) detg,) O
adeth,) 0 ©
_Jet®) det®) o
@ 0 det®,) O
Jtet,) detf,) 2
_al 09
= 0
0 1=

A seguir, os Quaternions serdo discutidos numa abordagem da variavel complexa,

evidenciando a Formula de Binet e sua representacao para indices inteiros.
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3.42 OsQuaternionsde Fibonaccina Variavel Complexa

Nestasecao, os Quaternions serdo discutitioma abordagem da variavel complexa.
Dessa formagps termos da sequéncia generalizddaFibonacci serdo representados com a

notacdoF, (a, z2) ondea e z sdo varidveis complexas. Para isso, vale recordardgumodo
geral,um Quaternion éescrito na formaq=co,.1 +q.i &.j qzfkondei, j e k

sdo as unidades imaginarias e ameficientes sdo numeros reals, o conjunto dos
Quaternionsé conhecido comama Algebra de quatro dimensdes (MK 1977, IAKIN,
1981, PLAZA & FALCON, 2008 ALVES & OLIVEIRA, 2017). A vista disso, aseguir,

serdo discutidas definiges e relaggeaternionicas para o Mia variavel complexa

Definicdo 17 OsQuaterniongle Fibonacci de ordem sdodescrit®s, nas vaaveisa e z, por
(ALVES & OLIVEIRA, 2017):.

Q(a2=F(a3 +F.,(a2i H.(a¥x | f.( ay,paranz0.

Essa definicagermite determinaralguns termos da sequéndaneralizada quaternidnica

para o M denotada pofQ,(a 2}. . . Veja

Qa2d=F(ad +Hayi#ayj Rarko=)+i( § +j&’73 ay @
Q@az=Flal +Fari#ayj Harkl{ z 0@7+a)0 j{a2+24y &
Q@a2=F(a3 +Kayi#Hayj Kargk m@#+a) i@@Rad)§ ¢td2 842 a )&

Qa2=FK(a3 +tR(a1tF @72)] @k

Teorema 36 Para osQuaternionsde Fibonacci de ordem, nas varidveisa e z, vale a
seguinterelacaarecorrente ALVES & OLIVEIRA, 2017):.

Qu.(azd=az@(a}y 4aQ(.a)" inteiron2O.

Demonstracao: Aplicando aDefinicdo 17 e agrupando o0s termos, convenientemente, de

acordo comabase canﬁnic{al, ] ,k} , temse que:

az0Q(a ) #Q,(a)y =
—adF(32 +hy(adi F,(arj Flaxk & R(az Frazi E+azj Biddk =
=(azk(a2 +dF (a3} ta F(ay Bf ) i( & 5(a)z *af dz i = H 2+adF,(ad)k:
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=F.(@2 F(adi £(ad] Flazk
=Qu(a 2.

Coroléario 5: Um Quaternionde Fibonacci de ordem é descrito, nas variaveis e z, para
indicesinteiros, por (ALVES & OLIVEIRA, 2017):

Q.(a?d=(4)"*a*(F(az) &#F,(32) IGdF,(32) | DF,{(a2) k

Demonstracdo:Pelo Teorem&0, podeseescrever

Q.(a=F, (a3 +F, (aziF,(ayj F(ark =
:F-n(a!z) +F(nl)(a13i -F(nz)(az J I:I-(ns)(-a‘ak =

1 " 1 1 .. " o
= i 8D G R8D 1 Qo K@ | bt Ru(a a0 ¢

x(F@2 #F,(a) 04,(a) j@F(ax k O =

=()"a"(R(a2) @F,@2)i &'F,@2) | & {a2)H

Lema 8: A equacdo caracteristiat - az © & 0, cujasraizessdo a(a, 2) e b(a, 2),

satisfazas relacdes a segulr, inteiron? 0 (ALVES & OLIVEIRA, 2017)
a(dz)'= 4da,z) 6@z & EQa?
b(az)' = faz) § @z & Fda)

Demonstracdo As sequéncias dosumeros na formaQ,(a2=F(a 3 +F,(a i

+F (8,2 ) H (8 2k e {F (a, z)} _, Possuem propriedades semelhantessse

modo, por substituicdo diretke a (a, z2) na equacado caracteristitamse que:

t?-az© & 0=a¥a2 az=a alr a1l
\ a*(azg=a@lK(az & KRGy

Posteriormente, @ inducdo e assuminda™(a,2= a2 &,(a2 & Fay

segue que
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a"(a, 2=
=a(a,z) @'(a? =
=a(az) Pda ) M(a1 a+F,G)Y
=a’(az 6,(a) &a) A0F,(ay -
=(az8(a?d &1) B (ay Aay a B(ak
=az G, (a2 a(} &AF.(ay a+R(Q)A ,a)z
=@z §,(a) & Fdapa(ay aftar
=F(a2 &a?j &E,(ar

De modo analogo, determisa 0"(a,2)= a2 G(a 2z & EFEOQa)}" n 20

Teorema 37 Sejama(a,z)= 1 +a(a,2)i +4a,2)] +4a,2) € b(a,2)=1+Ha,2)i +(n,2)j
+b(a, z} k, aFormulade Biret para @ Quaternionsle Fibonacci de ordem nas variaveis

ez é(ALVES & OLIVEIRA, 2017}

_a(@204d(az -tmz) Wa3y . _,
Qn(a1 Z) - a(a’ Z)- da, Z) y n O

Demonstragdo: Sabendo que Q(a2=F(a2 +F,(axi #,(axj F,(ayx e
considerado a"(a,2)= 483 ®(a3 & FQa)e b"(a 2= ka2 G(ai & FOa)

segue que

a@2MQ(aj A @(ay =
=a(@?) (F(a2 F.(a3i Fy(arj Ffayk +
ta’ (a2 R(adi F4(az] Ffark =
=a(@azFR(ag +tdaif(aritearfR(a)j faa)z( .9z}
+a’ B,(az)+d G(adi & FEQa3j & £,(OFk
=(a(d k(a2 +& B(ad (&axfK(ag ‘af @y i
Ha(@gF.,(ad +d B(ad j0dvYF(ayr a £H( O k
=a"(a,2 +d"(a i +&"(a 3j+a"(a, 2k =
=a"(a 2zl +tdadi tHad | Haik =
=a"(a,2) Aa 2.
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Assim, determin@e a(a,20Q(a2 & @(a)x d€ayx &.,8:.E, de modo

analogo, obtémse b(a,20Q(a2 ¥ @(a)x bEax (8. Com isso, podese

escrever o0 seguinte sistema:

D(apz{Q)
D(,5z2{Q)

@(ay 4=y 53(@ f-’anQ( Qz (@3z"@
@(ay L=ay 1?9)2 Ta A @z (43z"(4

ﬁa( 2X(a
1b(a2xQ(a

) # 2
) 4 2

Igualando a equagdes relativasad (Q), , (g 2, temse que:
a(@204(a2 -ga3 @ay (kax "(Ka)z (,8z,Q,9
a(avz)cl.)él(avz '@az wal (=a)z nQ Q)Z ( 1B)ZnQva

_a(a20d(ad -ba3 Way -
\ Q(a2= 2(2.2)- 4a2 O

o

Corolario 6: Para todo inteira, a Férmula de Biet para @ Quaternionsgle Fibonacci de
ordemn, nas variaveise z, € (ALVES & OLIVEIRA, 2017):

_( onda(@z2)0b(@2 - taz) Qa2
Q.(a7=( 4 T a@o- Hao) |

Demonstracdo:Pelo teorema anterior, pogeescreveque:

Q.(a2=
_a(az)0a"(a,2) -faz) HNa 2 _

a(az)- Ha,z)

a(a)cSﬁ( Z)gt( %‘fz 8

a(a2- Ka? )

1 @, 242,208 (a2 - ba2d Tay
(a(a 2043 2) (@a- b

_ 1 Ezlﬂar(aZ)Oﬁ‘(c'iZ) -ta) Tay
(-az) g aaz- Ha?2

() g@200() a3 @ays
;s a(@2)- a2

1- QI Ot
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A seguir, numa perspectiva de generalizagdo dos Quaternions, os Octonions serao
definidos e discutidos, evidenciando a Férmula de Binet e sua represepaagdimdices

inteiros.
3.5 Octonions dd~ibonacci (OF)

Conway & Smith (2003, p.8) explicam que logo ap6s a descoberta dos Quaternions
feita por Hamilton, surgiramsoOctonionsos quaidoram cesenvévidos em 1843 por John
T. Graves, um amigo de HamiltoRosteriormente, em 1845, os Octonions também foram
redescobertgsndependentementpor Arthur Cayley(18211895)e, em sua homenagem, 0s

Octonions também sao conhecidos como nimeros de Cayley.

Vale destacar que os Octong) assim como o0s Quaterniormgpresentamuma
extensdo dosUmeros complexos bidimensionaRorém, quando se fagsse processo de
generalizacdo @ conjunto numeériccé ampliadg consequentementecarre a perda de
algumas propriedadedgébricasPor exemplo, os Quaternions ndo apream a propriedade
comutativa da multiplicagédo. ,Eos Octonions, por sua vez, ndo sSao associathes

multiplicacdq a auséncia desshima propriedade foi identificada por Hamilton.

Isso permitiu a construcdo a@vas estruturas algébricas em dimensigweriores,
contribuindo para o desenvolvimento de diferedtigebras Nesse sentiddatista & Santos
(2012,p.32) descreven que a algebra de divisdo dos Quaternénsn caso particular das
Algebras deClifford, as quaissdo denominadas de algebra geitgefi s « 0 const r u:
partir de uma forma quadratica em um espaco vedoRak outro ladpPendeza (2006.15)

explicaque a algebra do Octonions taénib éconhecida como Algebra de Cayley

SegundoSantos (2016)ps Octonions representam uma exéensaoassociativalos
Quaterniors. Todavig eles constituem uma algelram oito componentes de base, formando
uma algebra de divisdo normada com oito dimensdes sobigessa forma, os Octonions
possuem 7 componentes imaginariasg; k, 1,li Jj Jk e, assim,0s nimero®ctanidnicas sao

descritos na seguinte forma algébrica:

X =% ol ¥kj xxK xt xglit xj +xdk
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Com isso,xi R, de modo que ele pode ser considerado com um ponto ou vetor em

R8. Além do mais,0 Octonionx é composto por duas partes parte escalar positivg e
uma parte vetoriatonstituida por(xi+xzj sk %51 xgli x4 xdk}. De acordo com

Pendeza (20Q6.17), sendo9 o conjunto dos Octoniongstes podenmes escrito£omo uma

soma direta, tal que,=R A/, ondeR € ocorpo dos reais € € umespaco Euclidiano.

Tabela 61 Produto octonibnico.

NUmeros octonidnicos
B[k T[]k
1 1 [ J k I li lj Ik
i i 1 k - | - I -k |
J | k | -1 [ -] 1k | - li
k k ] -1 -1 | -k | -1 li I
I I li lj Ik -1 | -i -1 | -k
li li - -1k lj i -1 | -k J
lj lj Ik - -l J k 1 -1
Ik | Ik | -1j li -1 k | -] [ 1
Octonions de Fibonacct adaptacao

& | & | & | & | &
& | &4 | & | & | &
& | & | -& | -€& | &
| & |- [ 1| & | & | & |- | -&
1
e,
s
&

& | & | & | -&
=l il € €3
"8 | -1 | -8 | &
-6 | & | -1 | -8
€7 | & |-G | & | & | -6 | -6 | & | -]

Fonte: Elaboracédoadautora

Assim, assumindo as unidades imaginarias cama base ortonormal da Algebra 8
dimensional, podse verificar a multiplicacdo dos Octonions Tabela 6e esquematizia
pelo diagrama denominado de Plano F@Rigura 11).0s pontos do Plano Fano sédo os

elementos da base dos Octonions, ou seja, as componentes imaginarias. E, as setas
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determinam os sinais dos resultados da multiplicacdo. Dessa forma, sobre os axiomas de Gino
Fano, segue que:

O nome do diagrama é devido aos axas de Gino Fano (1892), um italiano que
definiu as primeiras fundaentacdes a geometria projetivixioma 1: Existem uma

reta e um ponto que ndo sédo incidentes. Axioma 2: Toda reta € incidente com pelo
menos trés pontos distintos. Axioma 3: Dois pontatirdds séo incidentes com
exatamente uma refENDEZA, 2006p.18)

Figura 117 Octonions: Plano Fano $oftwareGeoGebra.
¥ Ranny_Octonions_plano_fano.ggb

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela A

A ARClE]

fC~

lk

I k 1

Fonte: Elaboracaoadautora

Além do mais, vale comentar que os Octonions sdo discutido$iteraturada
Matematica Bra, ra qualpodem ser destacados os autores: Conway & Smith (20&3)eza
(2006),Batista & Santos (2012Rray & Manogue (2015)Santos (2016) Karata & Halici
(2016. Assim, ruma abordagem da sequéncia generalizada de Fibonacci, os Octonions séo
definidos para o MF e isso pode ser evidenciado nos artigéediéioglu & Akkus (2014),

Savin (2015)Halici (2015) Ipek & Cimen (2016) e Alves (2018a).

Com isso, a seguir, serdo apresentadas as definicbes e relacbes recorrentes
octonibnicaspara 0 MFE tendoo trabalho deKecilioglu & Akkus (2014)como referéncia
principal. Além disso, sera considerada a equacao caracteridtita-l €, cujas raizes séo

1+/5 . :1-J§
—

a-= ,
2

Dessa forma, poese escrever as relacbes. b= 1 e

n
: ] : ; : a -
a+ b 4. E, assim, essas raizes podem escritas na Férmula de Binet, ta} queﬁ.
a -


https://arxiv.org/search/math?searchtype=author&query=Karata%C5%9F%2C+A
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Definicdo 18: Sendoegy=1,¢q =i,e F & ka e=g ie=¢ je=e € e=ke.O
Octonion de Fibonacci é definidparan2 0, por (KECILIOGLU & AKKUS, 2014)

On=F& "+ Hee HKag Ko Fse F e F

;
On=a Fnrss
s=0
Definicdo 19: O Octonionconjugado de un©ctonion de Fibonaca definido da seguinte
forma(KECILIOGLU & AKKUS, 2014)

On=F& -Fud f2e haes Fse Fse Fea F

. 7
On=F& -a F+s&

s=1
Definicdo 20: O Octonion de Fibonacci € representado, com indices inteiros, por
(KECILIOGLU & AKKUS, 2014)

On=Fn& tFn18 FTnoex Fnh 38 +Fh 48 Fitse - Fate® Fnab!

7
O.n=&a (D™ R e
s=0

AplicandoF. ,, =( 9™ R, temse que:

O.n=Fn& tFp18 Fno8x Py 38 tFh 48 Fis8 . Fpte® Frih @
“Fn® Fnna Fr2®2 Fp9s Fp oe-Fa 58 Fares- Fame

=(9"™ ONFe (B'Rupa (D*Rege - (B FiEnpe £

.
=a ( _]_)n+1-s M) €5 O
s=0

Definicdo 21: O Octonionconjugado de un®ctonion de Fibonacccom indices inteiros
definido da seguietforma(KECILIOGLU & AKKUS, 2014)

O.-n=Fn& -Fh1A Fn2& Fnha38:Fy e Frise. Fa-68 -Fre7!



_ T .
O-n=(D"™ Mg G4 (1" *° R el

s=1

A vista dissos&o obtidas as seguintes relacdes:

. 7 7
On+On =a Fuises Fn® A Fn+st
s=0 s

O,+0n 2 g0 O

_ 7 ) e A
O.,+0.n =3 ( B ° Rl 2( H" T F, 90 A0D" "R, e

s=0 s3

\O.,+0.n 2 (O™ R, § O ©
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Teorema 38 A Fungdo Geradorgara o conjunto dos OF (KECILIOGLU & AKKUS,

2014)

7

. (Fs F§—1 X)@s

5=0

2 Ot

g(x) =

«OM o
1
Xk
e

4l

f

o]
Demonstracdo:Sejag(x):= 8 O, &', podese escrever que:
n=0

9= +Q 0 0s £ 00 £ O Q+k + O +
xG(X O xO0+% @ % - O0Qt X+ Q B -+

G & X0 qrX @ # - 0Qt ¥ Q& 4

Assim, segue que

g0-x@R £ d¢ =

=0 {0, @)x (& Of QFF - (+Q +Q.1-Q.) % -

=0p {0, Q)x =

=(Foey tRe + Fe) dRe Re - R+ e R+

=(Fp #.1 xPey (R Fo#x) a0 (F Fs X &
7
=a (Fs Fs1 Xq)es 0
s=0

5

o g x
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Portanto:

7

g9(1- x 2] A (R R1 X)@

s=0

\g(x)=a;el—1 % (R Ry x)@
(}'X'XZ “5=0 ) '

7 7
Teorema39: Sejam § a’e.= a e § b%e,= b, paan2 0, aFérmula de Binet para
s=0 s=0

0SOF é descritapor (KECILIOGLU & AKKUS, 2014)

ad- bvhp
On = a- b

n -
Demonstracdo:Recordando que a Férmula de Binet é= aa

, podese escrever que:

C)n = I:nQ) +Fn+1q 'F 29 Frlu' 38 F+4=|-Ql F+5-% E 6"% ’1: 7‘@

_5a“— A 5 @- H_ né _nzb fo) ”72;a,”773
B, B 7 E& qu Ea 2 8 £ 4
(; -
-+ a¥e) (" "be - Ty
=, 8@ A G -+ Tm " eb¥ebr T g
1 € ,a/7 0 I 20
= é" e -B B, Uu@g-=
a- bé ;;%o @ s% U§
:ail-b;?na* %*bg O

Teorema4(: Para todo inteirm, a Férmula de Binet para @3F € descrita por
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Demonstracdo:Comoa &= 4, segue que:

 onun & B- TpNabl
=a ' b ggia- 5 8
0 ag" . "pNald

—( q)" 0
(4 £ 8

Teorema4l: A ldentidade de Catalan para os @&mn, ri 7, é dada par

)" & o W f)f-

On2'0n+r O —= 2
(a- 4
. _a d- p" _
Demonstrac&o:Como O, = - ea b= 1,segue que:
on2'On+r Os =
4" 4. h bSO B I "B BFfala NIy
& - 8§ & - L&
¢ a- b 0 ¢ a b 2 ¢ a b
-2a*é‘*b”b+*£a”b(br ra+25f) a b
(a- 4
a4 ”b(-z + T Al pet fa) b
(a- 4
* . 2 r 0
ad'b nb£2 -ii ﬁ 8
_ e b4 2




e 822 B + 3 +% 0
:a FRA bés?za Harf b§:
(a- §°
Ao & v ( e f)zb_
(a- §°
_a*OE (0a)b ' ( Da r)zb_
(a- §°
aoh (@ u)z-

(a- §° |

Teorema42 A Identidade de Cassipara os OF, com i 7, é dada par
Ohu@y s & (a &

* _ * n
Demonstracdo:Como O, = a‘i—b‘

5 ea b= 1, segue que:

.e 2 _
Ohi1@®y 1 OF =

_éa 4" W %j’é.ﬁla-* bh 9 8 aa

S i B a2 § &

¢ a- b 2 ¢ a b 2 Fa b
_2ad b " &a by "ad tpo

- 4
ERAX & b
(a- §°
PR né’lzaba2 - %g
_ C ab =
(a- §°
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=a" & (&b (10
=(Y" ad b6

Teorema43: Al dent i da d epaches OO mig7z, é dada por:

) a 77( 4 b ma”)l
Om+1@®n Om OR = a- b

* * n
Demonstracdo:Como O, = ai—:t’ segue que:

_ré;\a* é’n+1_ *b nb]— ('Sp*é‘é] a* nb bl.:* ?a am H..:né*_a E +
iR:: - E o 0 & 0 &
¢ a- b 2 & a b ° & a b 0 F a b
ad b @) B "ad(-b ) b a
(a- §°

a- b
a*ij( q b ma“)b._
- a- b ©

A seguir, os Octmions serdo discutidos numa abordagem da variavepleam

evidenciando a Formula de Binet e sua representacdo para indices iAiéinosdisso, o

7z

préximo tépico é uma extensdo da discussao realizada sobre os Quaternions na variavel
complexa.

3.5.1 Os Octonions de Fibonacci na Variavel Complexa
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Nesta segd os Octonions serdo discutidos no contexta variavel complexa.

Semelhantemente & abordagem quaternifnasa termos da sequéncia generalizada de

Fibonacci serdo representados com a notd€da, z) ondea e z sdo variaveis complexas.

Além do mais,este topicaamplia a discussados QF para uma éalgebra de oito dimensoes.
Apresentando, assimma extensadas relacdes quaternioniadiscuidas, a priori, por Alves

& Oliveira (2017) numa abordagem da variavel complekiesse sentido, dexase a
Formula variante de Binet e sua extensdo para indices inteiresgur, serdo discutidas

definicbes e relacdexctonidnicagpara o MF na variavel complexa.
Definicdo 22 OsOF de ordemrm s&o descritoparan? 0, nas variagisa e z, por.

O.(a2=FK(aje +R.(are +K( a)ze K( .aze
+Fu@2e +RE(aze Hlare #( a)ze (

7

On(a2=a F+s(d32 8
s=0

Com isso, exa definicdo permite determinar alguns termos da sequéncia generalizada

octonibnica para o MF, denotada p{@n(a, Z)}m N veja

O(ag=FK(adg+Hare +k a)ze+ F,dze
Ol(a1 Z) Fl(a 2) & +'2:( a¥1e +K ’a)zze"+ s(Fva)Z7e
O(a2=F(agg+KHare +f ajze+ F.aze

O,(a2=FK(adg+E(ake +h( a)ze+ E(,gaC
Teoremad4: Para oOF de ordemm, nas variaveia e z, vale a seguinteelacaorecorrente
O.,(a22=az@(ay aQ(.a)" inteiron20.

7
Demonstracdo:ComoO,(a 2 =& F+<(a 2 § entdo, podee escrever:
s=0

azQ(a3 AQ(ay =
—azF(ade +tE(ake+ F(azp ’& K .dze (Faze + Ftple
=(azF(a 2 +tdF(ad e tta R(ax af.ay e -+(m K .9z°aH , 93z
=F.@2¢ F.,(ade+ E(ade+ H(ake =
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= On+1(a’ Z)'

Corolario 07: Um OF de ordermm é descrito, nas variavease z, paraindicesinteiros, por.

Q.(a2=(d"*a* ((adg &F,(akxe ‘afh( .a)ze "aH ,9z7¢
+a’F ,(a2g -a’ FE(are & F( a)e *a,F(.adze O

Demonstragcao:Como F (a,z) = F (a, z), podeseescrever

1
(_ 1)n+l a.2n n

O.a2=F,(adg tF.(a)ye +E,(La)ze+ F,(.aze =
:F-n(av Z)% +F{n 1-)(a 3 ? +F(n 2)( ayze ot %_7)(_,3.)279 =

1 ) 1 ) ) 1 )
= D@28 oo G378 0 ek Fi(ale
_ 1 ] i
"y Ih@2e dR(ade AR(are "aR( Az +

+a'F ,(a2g -@F(are H F( ake “a,R(.dze O

Teoremad5: Sejama(a,z)=¢, +aazg +dade +alde e @zp  (Hzp
+a(a,zfe, e b@z=e +Hazk +ade +@le HaYe (e @hp

+b(a,z) e, , aFérmula de Bistpara @ OF de ordenm, nas variaveig e z, é

O(a, Z):a(a,Z)Oél(a,Z) - mz) ma,z) " n 20
! a(a,z)- Ha,z) ’ '

7
Demonstragdo:Sabendo qu®,(a 2= & F.s(a 2 ¢ e onsideradoque:
s=0

a'"(a2=43) G(ay & FOay afar @=z,0.9z°%a,&.)

b'(a,2= ka) G(ay & FOay War (mz,0.82%a,8. 3

Segue que
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a@z)® (a2 € Q(az =
=a(a, )(Fn(aZ)@+E+1(a)le+ F(akp ‘& K .dze (Faze + Fthie
=2 Q@2 & FRad g &) F (01 a RrarQe- +
+@(@z) B,(@+a" Qa2 § =
=a(az)'e +daz)"¢ +43zf"¢ w2 g -+ (@ "e =
=a(az) (e +daze +azfe +mie -+ (474 =
-a(az) &az) O

Dessa formadeterminase a(a,2QQ (a2 @ @M(a}y d€ax &.8:E, de

modo anéalogo, obtése b(a,200(32 & M(a)x bEakx (G8:Assim, podese

escrever o0 seguinte sistema:

FaaZ)OQ a) # M(ay d=ap ?:7(@)2 FanQ Az @az"@ ad( apz{Q)
[b(az)CQ(az) # @(ay l?—a)z &@)Z [anQ( @z (h3z"(haoD(.Hz{Q)

Igualando as equagtesferentes a* M, ,(a 2 , tem-se que:

a(@z0d(a -4a3 Way (Bag "(HKa)z (.8z,0,.9
a(@20d(a2 -ba3 Way (max @@z (.8z,0.9

| O(a2=2@204(32 -ba3 Way
” a(a,2)- a2

o

Corolario 08: Para todo inteirm, a Formula de Biet para @ OF de ordenn, nas variaveis
e z, édada por

(2 %8@008(a) "G Way
Q.(a9=( 4 2@ as

Demonstracdo:Pelo teorema anterior, seggee:
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O_n(a’z):a(a,Z)Oa”(aZ) 'baz a(ai —

aaz- fa?
a 1 0—— a1l 0
:a(a’z)(%iga"(a,z) g-t(a,z) %&Z) _2
a(az- fa?
_ 1 3@206(a32 - a3 Qay
(a(a, 2044 3)" aaz- fa?

_ 1 %'@206(a2 “m1e'@d) 8
(@) @ a(@2)- 4a3 0
() 22002 ) Gay

£ a2 £a2 0

Finalmente, encerrse 0 capitulo sobre campo epistémicmatematico desta
pesquisa. Além do mais, esse estudo do modelo complexo de Fibonacci € um aporte tedrico
que oferece ao professpesquisador um repertorio de relagbes recorrentes complexas
definidas para o MF, a fim de selecionar cadtes que serdo transpostos para situacoes

didaticas.
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4 UMA EXPERIENCIA D IDATICA: O ESTUDO DA COMPLEXIFICACAO DO
MODELO DE FIBO NACCI NO CURSO DE LICENCIATURA

Esta pesquisa teve sua fase experimental desenvolwvidecurso de icenciaturaem
Matematca na disciplina de HMpa meio da transposicéao didatica damplexificacdo do
MF. Para isspfoi realizado um estudo do campo episténn@tematicode modoque se
pretendia explorar a sequéncia generalizada de Fibomaicd abordagem epistemologiea
dentro de um contexto cognitisadidaticono ambito daformacéo inicial de professores de

Matematica.

Para isso, foram elaboradas situa¢gGes didaticas compostas padbesfprablema
Essas situacdes foram concebidas com enfoque na D88sa formadoravane, sera
discutido o percurso metodolégicque antecedea realizacdo didaticatal que, séo
apresentadas @ncepcao das situacdes didaticas e a predicdo dos possiveis coenpostam
e solucdes que os alunos possam manifestar durante a discusséo desspitolblema.lsso
caracteriza, respectivamente, a fase de concepc¢éo e andlisdg pregada pela ED.

4.1 Concepcaodas Situacdes diaticas

Na segunda etapa da ED, vale destasamomentode concepcaodas situaces
didaticas se baseando nas ideiasRigs (2002, p. 10102), em queas variaveis sadefinidas
numa perspectiva microdidatica, a fim de determinar a relacdo entre o processo de
conmplexificagcdo daSF e aproposicdo dasituacbegroblema SegundoA | mo u (2@l6, d
p.116, as situacBeproblemasdoquestbes abexrs com enunciados objetivos elaborada
Afem um contexto mais ou menos matemati zad
implicita, e depois explicita, de novos objetos matematicos, por meio de questdes dos alunos
no momento dareswl- « 0 d o Assimbvileeressaliar qué necessario trafsmar
as relacbes matematicas Fibonacciamaum contédo a ser ensinado, tendo em vigtie o0
modelo complexificado de Fibonacci, como ja foi discutido anteriormente, € abordado na
literatura da Matematica PurBessa forma
Em decorréncia, o levantamento dos diversos obstaculos a serem considerados
permitira analise dos fatores que permitirdo superar 0s problemas observados na

aprendizagem, em conformidade com os objetivos da pesquis® wviaduiliza a
etapa seguinte: a concepcao da sequéncia didatica. (POMMER, 2013, p. 23).
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Nesse sentido, anconcepcgdoda situacdo didatica, compreenge o proesso de
complexificacdo da&SF como um conteddo a ser trabalhagim sala de aula, assim, foi
formuladoa seguinte hipotese didaticad e s envol vi ment o de um est L
compl exi fSiFc aam«faleda nvesti gauas eprse dreibgddadiea
explorar suadeaot mac admtmpxrieco addeet eHaMp ia | hoa dval ®so n
di d8§ti copdatriidizlai zar o pedos aemeinu da n toe aaiot d o

des envolev i uasoairiodanfecencial.

A hipétese foi elaborada, fundamentars#o no fato de que a EDem
complementaridadeom TSDapresenta pressugtos epistemoldgicos, didaticos e cognitjvos
de modo que centraliza suas pesquisamvestigaéo derelacdes matematicas trabalhadas
no contexto da Didatica da Matematica. Além do mais, a determinacdo da disciplina de HM,
como um local para a realizacatidatica, foi bastante relevante, pois a HM esta,
intrinsecamente, associada a epistemologia dos conceitos matematicos oriundos de um
contextoe periodohistdrico. Assim, na construcdo de teoremas e propriedades, os alunos
tiveram que utizar argumentos/dlidos em uma demonstracdo matematRartanto, na
realizacdo didaticdpi enfatizada a evolucéo da estrutura algébrica da SF numa perspectiva

histérica.

A vista disso, nas andlises prévias da ED, a complexificacdo doiMEfinidacomo
campo epistémo-matendtico, que fundamenta@ncepcao das situacéeblema Nesse
sentido, vale recordar que relagdes recorrentes para 0os numeros Gaussiabosatei,
teoremas inerentes a classe dos PBF, recorréncias quaternidnicas e os Octonions foram
assunto®studads, com a finalidade de especificar um contetdo para ser trabalhado em sala

de aulaAssim,0sPBCF foi o contédo selecionadpara elaboracéo das situagiesblema.

Além do mais, &lasse dos PBCF foi selecionada como o cmlugpara ser trabalda
em sala de aula, pelo fato de que as relacbes mateméaticas abordadas, nesse repertéric
matematico, exigem poucos conhecimentos préimstematicodos alunos. Por exempla,
maioria das propriedadasatematicasdiscutidas nas situacdes didaticaé vdidada por
inducdo matematica qué um contetdo visto no inicio do curso de Lidahora em

MatematicaAlém disso.a disciplina d¢HM néo exigedisciplinas como préequisitos.

Dessa forma, as situaesproblema téh uma funcdo de nortear a compreensédo da

complexificacdo do MF, através da insercdo da unidade imaginéride variaveis numa
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abordagem polinomial e matricial da sequéncia generalizada de FiboAaccs e gaui r ,
an8lai spe®ofeita uma an8li se bdsxasidpoassas iet

comportament oasn tdeo sd aa Iruensooslsur-dimp elmpo st d 1.a- » e

4.2 Analise a priori das Situac¢des Didaticas

As situagOes didéaticas foraestruturaas com um conjunto de situacogzoblema
organizadasnuma perspectiva historioa evolutivadas representacdes algébricas do MF.
Dessa formagsse conjuntaboda questdemerentesa classe do®BCF, no que diz respeito
aforma generalizada e complesla SF.Ou seja, nasituacdes de ensinasrepresetacées
matriciais, a extensgumara indices inteiros eRdrmulade Binetsédo exploradapara a classe
dosPBCF.

Nesse sentido, este tOpico, sera descrito 0 que se espera nas etapas de acéo,
formulacdo, validacdo e institucionaliZm da TSD dw@ante a resolucdo das situacdes
problema Tendo em vista que as situagi@eblema sdo elaboradas com enfoque na TSD.
Doravante, serdo discutidas as situagireblemaque compdem o questionario aplicado
(Apéndice A).

Figura 127 Primeiros termos das gquéncias bivariadaspolinomiais de Fibonaccie
Lucas

=

Ln(z,y)
2
T
-1’ 4+ 2y
-1’1 + 3zyi
' = d4z’y + 2°
01 = Hroyi + bry*i
=1% + 6ty = 9%y + 2u°
=z'i + Tz’yi = 142°y* + Try’i

ix
-z° +y

-1 + 2zyi
Tt =3y +y°
1 = 4%yi + Jy°Ti
=z° + 5rly = 6z°y* + o

sl =D =
L) =N LY ST ) e

-1
-1 o>

Fonte:Asci & Gurel (2012.

No artigo cientifico déAsci & Gurel (2012) podese observar 0s primeiros termos da
sequénciados PBCF (Figura 12A partir de entdo, sera discutido o conjunto de situagdes
didaticas. Nesse contexto, sdo propostggmaas questdes norteadoras, tal como, a situacéo
problema (1)De acordo com essa tabela, psdepara verificar se existe alguma relacdo da
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mesma com a sequéncia (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...), caso compreenda que simaexplica
detalhadamente, em seda, determine outros dos termos presentes na sequéncia dos PBCF.

Na situacagroblema (1), na etapa de agéoaluno deve assumir a responsabilidade

de resolver o problema propostssim,partir da analise daigural2, esperase que o aluno
busque esibelecer uma relagdo entre asquéncias(0, 1,1, 2, 3,5,8,13,21). e

(0,Lix - x2 +y, x3 2Zyi X 3x2y y2+.0observando que cada termo da segunda
sequéncia € um polinbmio sr@ariaweisx e y,além de enxergar a relacdosis coeficientes
com a primeira sequérac Assim, osalunos deverédo partir da definicdo modelo notacional

de Fibonaccif,,, = f, + ,, para um inteiron? 1, para se dier uma rela¢é@o de recorréncia

n

paraos PECF.

Na stuacao ddormulacéonede momentpdeveocorre a troca de informacoes eatr
o aluno e o meio organizado, ou s&alinguagem usada habitualmenteve passa pdo
processo de formalizacaPara isso, se faz necessario que os alunos se apropriem de novos
conhecimentos para elaborar argumentos, que rpostente, possam ser validad@®essa

forma, dando continuidade a fase anterior, o aluno deve inserir na defifigéo f, + ,
com n?2 1, as duas variaveis y e a unidade imaginariaprocurando determinar a seguinte

recorréncia: f (X, y) =ixf (x y) +yf.(% Yy, para n21, assumindo f,(x,y)=0 e

f.(xy)=1.

A fase de alidacéoé caracterizad@or ter como objetivo, convencer os interlocutores
de que os argumentos utilizesd para a resolucdo do problema sao validos, além do mais,
possibilita ao aluno provar ou refutar as conjecturas elaboradas, por meio de uma linguagem
matematica mais apropriada. A vista disso, nesta etapa, o aluno prosseguira realizando alguns

célculos narelagdo f, ., (x, y)=ixf (xy) +yf.(%x Yy para n21 partindo dos valores
iniciais f,(x,y)=0 e f,(x,y)=1. E, assim finalmente, o estudante devera encontrar alguns

dos termos da sequéncia dosGFB

A institucionalizacdacontec&eomamediacdo do professor, que deve deixar explicita
sua intencdo, ao conferir as propriedades construidas, a fim de identificar, sistematizar e
reconhecer o saber construido por meio da formalizacdo e generalizacdo. Dessa maneira,

quandoo docentaetomaposse do problemagevese tercondigdes de verificar que a classe
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dos PECF representa uma generalizag®sF, na forma bivariada e complexa, obtida a partir
da insercéo das variageq, y e da unidade imaginaria

A sequir,seradiscutidaa representacdo dtsrmosda sequéncia dos BB, na forma
de determinante de uma mattiefinidapor Asci & Gurel. Assim, tersea seguinte situacao
problema(2): Na Hgura 13, temse uma matriz proposta por Asci & Gurel (2012). Explique,
com swas palavras, a funcaoas propriedades dessa matriz, inclusive, seu comportamento
para as ordens 2x2, 3x3x4, 5x5, 6x6, etc. Além disso, considere o teorema
detD, (X,Y ) = f,(X,y),N 20

Dessa forma, na situagfooblema (2), a etapa de acdo € um momegrio,que 0
aluno deve analisar o comportamento da matriz proposta, através de sua construcdo nas
ordens2x2, 3x3, 4x4, e assim por diantefim de encontrar uma generalizacdo e definir a
matriz como tridiagonalNa formulacéo, espetse que o aluno calcutes determinantes das
matrizes, além disso,consiga identificdos como elementos da sequéncia doCIPRe,

assumindaoD,(x, y) = 0, estabelecer uma relagdo com o teoreet®d, (x,y),,= f,(x,y),n 2C.

Figura 137 Matriz tri diagonal.

(11 0« 0]
0 iz 1
Du(ey)=10 -y iz " 0 [ 021
1
0 0 -y |

Fonte:Asci & Gurel (2012)

Continuando o raciocinio da etapa anteriog, fase de validacd@m aluno deve

relacionar o teorem®,(x, y)=0 YdetD, (x,y),, =f (x,y), n 9, a recorrénciaf _,, (X, y) =
=ixf (x,y) +yf ,(xY), paran2 1, com os valaes iniciais f,(x,y)=0 e f(x,y)=1, e a

partir deste, por inducdo matematipeovar a veracidade do teoremiaesse modo, na
institucionalizacdo, o docente deee argumentos que permitainvestigar o comportamento
tridiagonal da matriz, com origem na sua representacao generalizada, assim como a

identificagdo dos termos da sequéncia do€FPEomo resultado do célculo do determinante
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da matriz, servindo assim como pressupostos para a validacdo do teorema
Dy(x, ¥)=0 YdetD, X,y),, =f,(x,y), n D

Dando prosseguimentgeraenunciada a seguinte situagdmblema(3): A Férmula

n

a /9]
de Binet conhecida porf, :—b foi formulada por Jacquédzhillipe-Marie Binet

(178671 1856). Existe uma formula anéloga para a classe d@PRaso xsta, deduzir a

mesma Considere a equacéid- ixt -y 6 Neste casono momento de aca@, partir da

a'(xy)- B(xY)
a(xy)- £xy)

como uma Foérmula variante denBt, assincomo foi formulado, na situacdmwoblema (1),

Férmula de Biet, oaluno devera propor a express§gox, y) = paranz 0

com recorrénciaem f . (x,y)=ixf (x y) +yf ,(x Y, paran2 1, com os valores iniciais

fo(x,y)=0e fi(x y)=1.

Na formulacdo,o aluno deve determinaas raizes da equacdo -caracteristica

i Ve Y - -¥2
iX + /4y -X eb(x,y):lx Jay -x

t2- ixt -y 6 obtendo como resultadoga(x,y) = 5 2

além disso, devse propor escrever a definicdg, (x, y) = ixf. (x y) +yf .(x y, paran2 1,

a'(x,y)- H(xy)
a(x,y)- 4xy

em funcéo da Brmula variante de Bet f_ (X%, y) = , paranz 0.

Na fase de validacdoapindo da formulacdo elaborada, desenvolvemdesperase

a'(x.y)- B(x Y
ax,y)- #£xy)

a"™xy)- (%Y
a(x,y)- 4xy

de institucionalizacao,rfalmente,deveseter argumentos para se determinar umariula

que o aluno validef (x,y)= , paran2 0, considerando o indice

n+1, com a obtengéo def, (X, y) = , paran2 0. Na stuagéo

analoga para a classe deBCF.

Numa perspctiva hisorica, apresentae a situacaproblema(4): Baseandese na
tabela da Figura 1400 comparar a coluna da esquerda com a coluna da direita, é possivel
interpretar e sigficar uma perspectiva historievolutiva da sequéncia ceebida por

Leonardo Pisano em 12027?
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Na situacaeproblema (4), na etapaedgao, interpretando a Figurd, por meio da
comparacao entre as duas colunas, o aluno deverd observar que houve um levantamento
bibliograficodo MF e sua respectiva extensapresatada por propriedades dos PBCF. Na
formulacédo, o aluno deve compreender a exesé&de um hiato histérico da SF, no que diz
respeitoa sua representacao generalizada, por meio da classe de polindbmios bivariados na sua
forma complexa, assumindo tambénpresentacdes matriciais e por meio de expressdes

como funcbes geradas e a Brmula variante de Birtgassim como suaxtensao para indices

inteiros O que caracteriza uma evolucéao histéricidfo

Figura 147 Quadro comparativo da SFcom o modelo mateméato dosPBCF.

Descrigaoc historica

Propriedades dos pohinomioes bivariadoes de
Fibonacel

s

n==L

Fommula formeada por Jacques-Phillipe-
Mane Binet (1786 — 1856).

= I}_{H"{I:}'}—ﬂ"(x-.:r')}
P e e R))

Férmmula vananfe de Bmnet

t)=
sO=15 e

Abraham Dwe Monme (1667-1754) empregou
anocao de funedo geradora ao modelo de
Fibonaccs.

t
‘t=—
&0 l-ix.r—y-t*

Fung¢io geradora do modelos PBF

o, 3

Eepresentacio matnicial estudada em 1960,

A= ¥
Ql':I:J:'—[l ﬂ]

Eeprezentacio matricial infrodunda por Asel &

por Charles Eing (GOTULD, 1981} Gurel (2013).
f.=D"r E_(r.y)= —F,(x,»)
Processo de extensio da S5F ao campo dos B {—}=:|"
indices inteiros discutida por Broussseau Processo de extens3o da SPF ac campo dos mdices
(1963) Intemros

g eV

Idenfidade formmlada por Domenico Cassim
(1625 — 1712)

F (e )E(x. ) - F ()" = D"y

Formmla vanante de Cassing foenecida por Ascy &
Gurel (2013).

Al <mn
Caso de divisibilidade relacionadas com a SF

E (x W\E(x.¥) < mn
Dinasibihdade dos PBF introdumdas por Jacob;
Reutenauer & Sakarosatch (2006)

mdc(F, (=, y).F (=, y)) =1
Caso de divisibilidade relacionadas com a SF

mde(E, (x,¥).F,.,(x,)) =1
Drnsibnhdade dos FBFE infrodumdas por Jacob;
Reutenauer & Sakarowatch (2006)

{HD(I,JI'} =a|]:H|(I:J'I} =-ﬂ'.._,
H_ o (x.yy=x-H (x,)+y-H_,(x,3)
Pohntomos brvanados miredundos por
Catalam em 2004

F(x,»)=0.EF(x,2) =L
Foa=)=x-F{x,0)+3-F _{x3)

Forma complexa dos PBF imtrodumdes por Asc1 &
Gurel (2012; 2013)

Fonte: Alves& Catarino (2017)

Desse modo, a validacdo € feita numa vertente histérica das representacoes

matematicas para o MF, assiesperase que o0 aluno note que a generalizacdo apreserdada
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Figura 14,para aSF ocorre inicialmenteatravés da discussédo dos GfB sendo essa
representacdo possivel devido a insercao das varigvgie da unidade imaginarianas
relacbes recorrentes do MF, expressamdem diferentes expressfes matematicas,

proporcionando formas generalizadas dadeRtro de um processo evolutivo.

Com isso, nanstitucionalizagdppodese formalizar que Leonardo Pisano modeliza a
SF a partir da situaggmoblema sobre a descricdo da reproducdo dos coelhos, de onde se

obtém a sequéncid0,1,1, 2,35, 8,13, 21). Asim, a situacio discutida nesta fase,

permite fazer uma interpretacdo numa perspectiva histérica do desenvolvimento evolutivo da

SF, quanto a sua representagéao generalizada por meio dos PBCF.

Finalmenteencerrase o conjunto de situacfes didaticasn a décussé da seguinte
situacaeproblema (5): Argumente e deduza qualquer propriedade da sequéncia de Fibonacci
e que possa ser relacionada com o modelo matematico dos PBCF. Justifique essa relacdo e
considere a equacd®- x -1 6. Na acdo, o e@sdantedeve comparar as duas colunas
(Figura 14) e selecionar uma propriedaaé&m de entender como é feita a generalizacdo das
propriedades para os PBCRa fase seguinte, sup8e que a propriedade selecionada

caracterize uma extenspara hdices ineiros.

Assim, ra fase de formulacaam aluno deve pensar em escrever as propriedades

f,=(D™.f e f (XY =6y em fungéo daFormula de Biet e da sua formula

-y)"
variante respectivament®esse modo, neanomentode validacép espease que o aluno
) AT . _a"- o
desenvolva os calculos para indigggiros primeiramente, para a expressfo= P
a -

a fim de se obter f =(2™.f. Em seguida, de modo analogo para

2 (xy)- B(xY) , encontrandof__(x, y) = Oy
a(x,y)- #xy) - y)"

fu(xy) =

Para isso, vale comentar que, assomo foi estudado na situag@mblema (3) para a

equacaa?- ixt -y 6 também se deve determinar as raizes paredex -1 6, afim de

realizar possiveis simplificacded. vista dsso, na institucionalizacéo, deve formalizar e

sistematizar osrgumentos para verificar que as propriedadles= ( -1)”+l.fn, gue é uma
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- fn(X, y)
-y"

processo de gendizacao da SF, no contexto doglices inteirosA seguir, terse a fase de

extensdo da SF, & (X, y) = que é uma extensdo dos@mB fazem parte do

experimentacdo, na qualerdo explicadascomo e onde foram aplicadas astumcoes
problema os sujeitos da pesquisajuais métodomramusados para a coleta de dados.

4.3 Experimentacao

A experimentacdo aconteceu Imstituto Federal de Educacéo, Ciénciaeziologa
do Ceara(IFCE) no campus Fortalezag curso de Licenciatura em Mateméatizedisciplina
de HM, 3° semestré pesquisa contou com a participacdo de sete alunogulatios nessa
disciplina. Além do mais, a pesquisa tem o parecer aprovado pelo Comité derktica e
PesquisgCEP) (ver Anexo C),dessa formafoi disponibilizado o Termo de Consentimento

Livre e Esclarecido (TCLEassinado pelos alunos participantes Apéndice B).

Com isso, aaplicagdo acontecaldurante oito diasem formas de aulas de uma hora e
meia, realizadas consituacfeslidaticascom enfoque na TSD. As situacé@®blena foram
propostas em uma lista de exercicios que foram discutidos em grapcestratégias de
solugdes foram descritas no quadroupapel.Nos trésprimeiros diasforam apresentacoo
MF e sua perspectiva hist@ie evolutiva evidenciando o viés epistemolégiomtematico
da SF. E, os demadiasforam organizads da seguintéorma: para cada dia, foi discutida

umasituacaeproblemadistinta

Além dissg foram realizados alguns procedimentos para a coleta de dados: como
observacbes, registros fotograficos das producdes escitavagdes dos depoimentdss
alunos.No préximotépico,serédo analisados os dados e resultados obtidos durante a aplicacao
da TSD, assimserdo apresentadas as descricdes e observacbes mais relevantes para a

validacdo da pesquisa.
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5 ANALISE E DISCUSSAODOS DADOS

A analisedos dadoscoletados durae a experimentacadesta pesquis@ feitade
acordo com a fase @mdise a posteriorida ED, tendo como enfoquel&D, e tendo em vista
a validacdo interna desta pesquifesa forma, a seguirserdo descrita observacdes
significativasatinentesaosmomentos de aplicacddlém do mais, vale recordar guwm dos
objetivos da pesquisa faivestigar as representacdes generalizadas da SF numa abordagem
complexa. Nesse sentido, a Figura 15 ilustra a esquematizacdo do processo de

complexificacdo da sequénajeneralizada de Fibonadiscutidonesta pesquisa.

Figura 157 Complexificacdo da Sequéncia Generalizada de Fibonacci.

Processo historico-evolutivo do Modelo de Complexificagao

da Sequéncia Generalizada de Fibonacci

Hoggatt & Alves &

Long Catarino
SEQUENCIA S ERZ) (2016)

GENERALIZADA Polindmios com

POLINOMIAL DE uma variavel

Variavel
Complexa

Polinomios Bivariados e
Complexos

Polindmios com
duas varidveis

FIBONACCI Catalani Taskt?pru Alyes. &
(2004) & Altintas Oliveira
(2015) (2017)

Pethe &

Horadam

0S NUMEROS (1986)
GAUSSIANOSDE  Relagdes recorrentes uni, bi e tridimensionais
FIBONACCI

Oliveira, Alves
& Paiva
(2017)

Harman
(1981)

Hamilton Halici

, (1843) (2012)
ALGEBRA

QUATERNIONICA
E 0S OCTONIONS

Biquaternions Quaternions Complexos  Octonions de
de Fibonacci Fibonacci
Kegilioglu Oliveira

& Akkus & Alves

Quaternions de
Fibonacci

(2014) (2018)

Fonte: Elaboracaoadautora
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Figura 167 Numeros Gaussianosle Fibonacci:plano de Argand-Gauss Software

GeoGebra)
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Fonte: Elaboracdoalautora

Assim, a Figura 15 apresenta o processo hist@&iotutivo da SF em duas
abordagenspolinomial e do crescimento dimensional das representacdes Fibonaccianas.
Dessa forma, primeiramentea sequéncia generalizada polinomial d&bonacci é
desenvolvida em quatro categorie@nsecutivascom uma variavelcom duas variaveis,
polinbmios complexos e na variavel complexa. I1sso acontece com a insercao das \ariaveis

da unidade imaginariana relacdo recursiva unidimensional de Femm

Além do mais, vale destacgue a insercdo de unidades imaginarias, come Kk,
proporcionaum crescimento dimensional das representacdes generalizadas da SF. Desse
modo,a priori, a insercdo da componente imaginapassibilita a representacatgébrica da
SF, na forma complexa com os numeros Gaussianos de Fibonacci, e sua visualizacédo
geomeétrica bidimensional (Figura 16). Os numerosi@disionais fundamentam o estutis
relagcdes recorrentes tridimensionais numa perspettivaensional. E, ermitem explorar os
termos da SF numa algebra de quatro dimensfes (Quaterni@uteriormenteem oito

dimensdes (Octonions).

Numa perspectiva da transposicdo didatiaasiwerando o modelo complexo de

Fibonacci, vale ressaltar que os PBCF foram g®lados para serem trabalhados na fase
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experimentaldesta pesquisa, ou sefn situacfes didaticas. Para issd,SD foi utilizada
com o propéito de fundamentar o momento de experimentacdo daDEBsa drma, no
proximo topico seraodiscutidas as faseedcao, formulacéo, validacéo e institucionalizacéo
da TSDrelativasao momento daplicacdo desta pesquidgssas etapas foraidentificadas
durante a resolucdo dasuacbegroblema além disso, foobsenado como o aluno pensa a

partir de seus conhecéntos prévios e desenvolve um raciocinio inferencial.

Nesse sentido,saatividades foram elaboradas para seathaly, de modo implicitaa
validadede teoremas propriedadesnerentes a SF, a fim de oportunizacompreensao do
processo histéricevoluivo das representacdes generalizadasS#a De fato, dirante as
aplicacdesforam apontalosobstaculos epistemoldgicescognitivos Os entraves cognitivos
estdo relacionados com a dificuldade gue&ialmente os alunos tiveram de compreender
gue omodeb notacional de Fibonacci para os natufaissui representacOesatriciais,
polinomiaise complexasalém de poderem ser exploradas nas variaveis real e comiplexa.
0s obstaculos epistemoldgicaausamas dificuldades de aprendizagemA seguir, serao

detalhadas as ahses feitasa posteriorie discutidaa validacéo interna desta pesquisa.

5.1 Andlisea Posteriorie Validacao Interna da Pesquisa

As situacdes didaticas foradesenvolvidas coms alunos,através da proposicate
atividades compostas por go@esnorteadorasde modo queas questdes instigassem 0s
alunosa se empenhar para resola8, isto éparaa efetivacao do contrattidatico. Ademais,
as situacfeproblema abordam a construcaoteeremas e propriedadedém de possibilitar

a compreesao do pocesso de complexificagdo do MF no contexto da classe dos PBCF.

Nesse sentido, na discussdo das situggfdema sdo consideradaslgumas
variaveis didaticas. Essas variaveis estdo relacionadas com a ncaneias questdes foram
propostas eesolvidasAssim, as situacogzroblema direcionarns alunosa compreenséao de
que os PBCF surgem com a insercha,relacdo recorrente unidimensional da SF, das
variaveis e da unidade imaginaiiaAssim, @ inicio, 0 MF original foi apresentado aos
alunos desse modo, os estudardabiam que Férmula de Binet € uma formula fechada para
determinacao dos termos da SF. Com isstas#s de validagaodas questbegueenvolviam
a discussao de teoremas e propriedddeam caracterizadapelo uso do métodde indugéo

matendtica, tendo em vista que € um método de demonstracéo que faz parte do conhecimento
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prévio da turmaPor fim, isso possibilitou a discussdo de uma Férmula varianténéé da

extensdo para indices inteirss PBCF.

A vista disso, a realacdo didatica € iniciada através da distribuicaolista de
exerciciosaos alunos, orientaneus a interagir entre si para refletirem sobre quais elementos
serdo necessarios paraesolucdo ds situacbeproblema E, assimbuscando sistematizar
uma estatégia de resolucdmara, em seguida, formular argumentos que possavalstados
posteriormenteNesse momento, as discussdes e construcdias felos alunos séo coletadas

por meio de gravacoes de audeoegistro demagengde suas producdes

Dessemodo, ra situacaeproblema (1), com o objetivo de estabeleceraurelacao
entre as sequéncide Fibonacci éos PBCF, alénde determinar outsotermas da sequéncia

dos PECF, nas fases de agéo e formélagpodese observana Hgura 17 que o aluno A

estdeleceu uma relagdo entre asequéncias(O, 1,1 2,3 5,8,13, 21,) e (0,1,ix,

-x2 4y, 3@ 2x%yi, ¥ 3xy y,+.) além de descrever a definicdo do modelo

notacional de Fibonaccif ,, = f, +f_,, com inteiro N2 1, busando obter a relacdo de

n

recorrénciaf (X, y) = ixf (x y) +yf.,(x y paran2 1 dos PECF.

Figura 177 Relacdo entre SF e SPBF (aluno A, fasesde acao e formulacaa)
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Fonte: Dadosla pesquisa
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A fim de validar sua formulacdo, os alunos & A, realizaram algunsalculos
descritosnas Figuras 18 e 1%ecorrendo a relacad,,,(x, y) = ixf (x y) +yf.,(% y, para
nz 1, e como resitado determinaram um termo daddiéncia dos dtindGmios Bivariados e

Complexos de Fibonacci (BEF).

Figura 181 Determinacao de um termoda SPBCF (aluno Ay, fase de validacap

F$(X\\/)

:’:’n'f-.l()(l\/);f.xt‘:&?(x.y) + yFﬂ;chl\/)
= A kx("’(c* Sx'y ~ exi/+y2)+ 304

Fonte: Cados da pesquisa

Figura 197 Determinacé&o de um termoda SPBCF (aluno Ay, fase de validacép
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Fonte: Cados da pesquisa

Dando continuidade, na situagimblema 2), € apresentada aos alunssa matriz
proposta por Asci & Gurel (20123assim,propdese aos alunos que expliqguem as funcdes e
propriedades dessa matriz, inclusive seu comportamento para as ordens quadradas como 2x2,

3x3, 4x4, e assim por diante, consafedo o teoremaletD, (x,y),,= f,(X,y), n 20 Dessa

forma, temsea situaca de acgéo registrada féggura 20 Assim, como o aluno A o aluno A

também classifie a matriz propostaconibt r i di agonal 06 quando argur

Aluno As: [...] Essa matriz proposta pagsses estudiosos vao originar os Polinbmios
Bivariados. A matriz diagonal € aquela que todos os elementos que nao estdo na
diagonal principal séo zero. Comparando aqui,essam tr °s fAcamadaso
trés diagonais [.].

Nesse sentido, esses dois akitambém estudam o comportamento da matriz nas

ordens quadradas, tal fato pode ser observadbigams21 e 22.
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Figura 207 Caracterizacdo ca matriz proposta por Asci & Gurel (2012) como
tridiagonal (aluno A;, fase deagag.

Fonte: ados da pesquisa

Figura 217 Estudo docomportamentoda matriz tridiagonal nas ordens quadradas
(aluno A;, fase deagao.

Fonte: ados da pesquisa

Figura 227 Estudo docomportamentoda matriz tridiagonal nas ordens quadradas
(aluno As, fase deacao.

Fonte: Indosda pesquisa

Assim,0 momento dedrmulacag descrito nasiguras23 e 24 possibilitou osalunos
A, e A, argumenteem a possivel identificacdo do determinante das matrizes, como sendo
uma representacdo dos elementos da sequéncia @5 BBartir do momnto em que se
assume D, (X, y) =0, estabelecendoassim para n2 0, uma relacdo com o teorema
detD, X, Y ) = fo (X, Y).
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Figura 2371 Identificacdo do determinantedas matrizescomosendo umarepresentacao
dos elemente daSPBCF (aluno A, fase de formulaéo).
A © AONSASINAANAVED /%AM

Olik D“n(.’)(.,\/) = Fv\.(x,y) g V\k@
= Ak Do(l,y)-: o ,W—j

dut Dz_l_(i,\/): . F:L (’)C/Y)

olux D.).(QL,Y); A9 = F.l(x/y)

Fonte: Cados da pesquisa

Figura 2471 Identificacdo do determinantedas matrizescomosendo umarepresentacao
dos elementos d&PBCF (aluno A4, fase de formulaéo).

dek D (xiy) = Fn(x,y) 120
Aot 'Do(xfxf'):()

30 D, (x,y) = L =Fi O y)
Ak Dy (xy) = vx = Falxy)

Fonte:Dados da pesquisa

A validacao desssituacaeproblema ocorreu a partir do passo indutivo assumido pelo

aluno A, registrado na Figura 25 seguido do uso da formulacdo (teorema)
D,(x,y)=0 YdetD, (x,y),, =f (x,y), n Drecorrendo af ,(x,y)=ixf (xy) +yf,(x Yy, para

n2 1. De fato, pod-se ver, a seguir nasFiguras26 e Z7, que o alunoA; consegue por

inducdo matematica provar aracidade do teorema.

Figura 257 Passo indutivo(aluno A,, fase de validagaa)

CL»r Dm-&(.”(f‘,)v\g’n n-a = F*‘"‘ (I,y) L

CL/( DM“A(TIY)W :MM
: LT Y F“‘A(I,Y\
Fonte:Dados da pesquisa

Figura 267 Demonstragdo deD,(x,y) =0 YdetD, (X,Y),, =f,(X,y), n 8, por
inducdo matematica (aluno A, fase de validacaa)

d;} D;w»/i’/'l,\/) - K'LWw—V_‘L /1,\/) 2 {oA '».‘n 1 f,'/) (’T\ Q('l,\/)
&. M D?\(Y,Y) = L di,lf Dy\—d"/}',\‘(\% y d}f F?\“A(l,‘f)

20 B (')’,\/\,)—k th ~ (/z,\(-)

Fonte: Cados da pesquisa
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Figura 277 Demonstragdo deD,(x,y)=0 YdetD, (Xx,y),, =f (x,y), n ,por
inducdo matematical insercao do @sso indutivo(aluno A4, fase de validacéo)

Ak Digon "/,// f1 ;/717)

, v
LT ,/, Dy XY )+ y dd Dn-a(z, y)
i £ (x */"-,('/{"
. e X, = A n //)Jr 4r\ 2 "/‘
YTn-a (Ziey

ek Dr(x )

RN ) =t X de{ D, (%X, y) + ¥ de{ D, Cx v)

i

Fonte: Cados da pesquisa

A vista disso, ao se analisar a situagiioblema (3), podse verificar que as

discussbes feitas nas sigbes anteriores, permitiram qoe alunos passassem a possuir

_ _ a"- b
argumentos para compreender que a Férmula detBconhecida por f, :ﬁ’

admiteuma férmula analoga para a classe do€PB

Assim, na fase da acdo, o0s alunos propuseram a expressao

_a"(xy)- B(xY)
WY = Y- &% )

para os PBF, a partir de entdo, formulese a lpotese de escrever a definicdo

, paranz 0, como sedo uma férmula variante de Rin

f.06y)=ixf (xy) +yf.(x%x Yy, para n21 em funcdo da férmula variante proposta,

. ; iX+./4y -x2 iX- «JAdy -X2
considerando as raizesa(x,y) = V7 X szx e b(xy)=2 N X

caracteristicd2- ixt -y & para possiveis simfiitac6es na fase de validacao.

da equacao

No ultimo momento, a fim dealidar a formula variante de m3t, partindo da

formulacdo elaborada e desenvolveadas aluncs validaramsua veracidadetrabalhando

n+1
com o indicen+1, consequentementeobtiveram f_, (X, y)— (x y)- B(x y) ara

a(x,y)- 4xy

n2 0. Além do mais, todos os alunos participaram dessa situacdo, no entanto, € valido

apresentar aqui a demonstracao do alypor se apresentar mais elaboradgaVe



Figura 281 Demonstacao da Férmula Variante de Bneti parte 1 (aluno Ay).

Fonte: ados da pesquisa

Figura 2917 Demonstacdo da Férmula Variante de Bneti parte 2 (aluno Ay).

Fonte: ados da pesquisa
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Na situacaeproblema (4), aonterpretar aFigura 14 em busa de uma perspectiva
histéricae evolutiva da sequéncia catmida por Leonardo Pisano em 22@or meio da
comparacdo erg as duas colunas, riaigura 30 o aluno As relatou que houve um
levantamento bibliografico dMF e sua respectiva eensdo com os RB-. Continuado na
fase de formulacao, poge verificar que o aluno A(Figura 3) identificou a existéncia de

um hiato histéricanas pesquisas sobre as representacfes generaliz&fas da

Além do mais, na fase de validacam,aluno A compreendeu uma perspectiva
historica eevolutiva doMF, a partir dansercao das variaveis ¥ e da unidade imaginana
além de considerar os EB com uma extensdo da SF na sua forma complexa. Isso pode ser

observado a seqguir na fala de A

Aluno A: [...] a formula da primeira € muito basica, elementar. Na segunda ele
aperfeicoou 0 que ja existia, acrescentou as variaveis, agora da pra trabalhar com
polinbmios a partir dessas formulas. Na dltima linha, ele j& trabalhava com
polinbmios s6 que ai no Fibooe, ele vai trabalhar nos complexos. Sempre tendo
uma extensao [...].

Figura 307 Interpretacéo historica e evolutiva da SF (aluno A, fase de a¢ao)

LDW' or‘p;f,/nfmtff’(ﬂc tils M()M:ﬂ’ﬂ 2P
4 )&Kb/j(u(cé@/ud?'ﬁ)f‘e, o 3
r c . ‘2'%? g 14 > ‘ i “e ’ ¢ BL g
ﬁryﬂm ‘ Cleles @ QL&M('IJ’W{ CSY el tiehoy, 8?
ée Enant Snach Wﬁ‘fm(lgél—l%-g)- ELe oty 'a IW%:
(A QD [ et

,ﬁ@e)U@WUw/\ (QJ F“/G'UMQC_C,{ }F:‘L.(K) -\ .\ .Zc(")d € FrCX =X FE (M 4-5,2(,(], "’_7./'((

g\/\/\ 2o\ Apro 2 611/‘_{0 De /,,\};’mu Pebb (yfwb ols ﬂi{(ﬁa/,’, 2am /9?26)/1;’6%(
“TADQ:Q)&)\C{D s Byl (B30] /‘1:}74’5}"0‘-“- R A2 g M.&DWC/LlZD[x): 2;

L‘ Q=X i L 0= XL, (X +lo-s ) - o Tenigs w:/w Folayl =0 Fioay)=|
ﬁvﬂ(*nW’"" F’“Oﬁ‘/)f"f-ﬁ—w(—qlf

Fonte: Cados da pesquisa

Figura 317 Hiato historico nos estudos da SF (aluno Afase dg formulacao)
A amen /PAMJJWY\ WW”WM&MW'
0%\9&1.9 AO»MDG\ADHMAAL F,J;ghm,m MMMMXIE

Fonte: Cados da pesquisa

A situacaeproblema (5) foi uma proposta para se argumentar e deduzir qualquer

propriedade d&F, relacionandea com a sequéncia d&®BCF Desse modobaseados na
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tabela da Figura 14s alunos decidiram investigalgumas pr@riedadesdentre a quaisse

destacaf , =( )™ .f e f _(x, y) = any)
-y

Nesse sentido, como partida de agéo, seguida da formulagdo e considerando o fato de

a"-
ja terdiscutido na situacaproblema (3) que, a formula dergit f, :—b possui a

a'(xy)- B(xYy
a(x,y)- #xy)

seguinte formula variantef (x,y) = "n B, os alunos formularam a

f.(xy)

hipétese de se escrever as propriedafigs= ( 1)™.f e f _(x,y)=- )
-y

da Formula de Biet e da sua férmula variante respvamente. A demonstracéeita pelos

em funcao

alunos para indices negativos dessa propriedade caracteriza a fase de validacdo dessa
situacdo. A seguirpodese observar as descricbes de alguns aspectos das fases de acéao,

formulacao e validac&masFiguras32, 3, 34 e 35.

“Fonte:Dados da pesquisa.

Figura 337 Formula de Binet e sua variantg(aluno A4, fase de acao)

Fonte:Dados da pesquisa.
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Figura 347 Formula variante de Binet (aluno A, fase deformulacao).

RGUay)”
'\-— S A L

- A ("‘-7’

= <><_" (_x,y) —ﬁ"i‘(") )

Fonte:Dados da pesquisa.

Figura 357 Formula variante de Binet (aluno A4, fase devalidacéo)

S i s N e LX..?)V‘ :
= ~ — e O

=.<n>47l—— Fl"?’

o<— i G ’) —/s-i'(x, >)

d(x)d) B ﬁ(xl_’)
Cx,y) — =

Fonte:Dados da pesquisa.

- f.(xy)
CA%)

sua descricdo para casos partiecsdaromo pode ser visto riégura 36 Veja:

Alem do maisa partir da validacdo dé¢_ (X, y) = ,0 aluno A verificou

- f.(x,y)
-y)"

Figura 361 Verificagdo de f_ (X,y)= para casos particulares (aluno A).

@ Pane. 2 i

bl '(F“ chala) oy (0 Fon () - Falay)
y)

w20 Fﬁc"zﬂ = ix -Fo (t,y)-f—y ) F~a(x,y)
ﬁ.th.C-&-y.r-a (l/y)&> F-A(x/y) :—‘;'— 1—&'—{1&—)
Y
h=-1." Fo(i,y)l AI.F—i ()(,y)+ ¥ F'i (z/y}_’:——/\ )/.F—.:(i,y):,,\.l‘rd(l,/):

", 5 N

Y

Fonte: Cados da pesquisa
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Tabela 717 TSD: Categorizacdo dos momentos de resoluc@las situacéegproblema.

Situagacproblema (1)

Acédo Estabelecimento de uma relagéo entre a SF e SPBCF.
. Construgéo da relacéo recorrente:
Formulacdo | ¢ _¢ 4 ¢ (xy) Ki(xy yE(x), n'L
Validagéo Determinacgéo dos termos da SPBCF.

Institucionalizacao

Situagaoproblema (2)

Generalizacados PBCF como modelo de complexificacioSF.

Acao ldentificagdo da matriD,(x, y),,, como tridiagonal e complexa.
. Reconhecimento dos determinantes das matrizdg,y) ., com
Formulacao ~
nz 1, como representacao sitermos da SPBCF.
. Demonstracdo por indugdo mateméatica da relacgéo:
Validacdo

detD, x,y),,= f,(x,yycomnz O.

Institucionalizagao

Acéo

Generalizagao do teoremetD, (X,y),,= f,(X,y) com n2 O para @
classe ds PBCF.
Situagacproblema (3
Escrita da Férmula de Binet com a insercao das variaveis, tal qu
f (g y) =2 Y- Bk
a(xy)- £xy)

Formulacao

Escrita da relacad, ,(x, y) = ixt.(x y) +yf (% y em funcéo da Formul
de Binet, tal que se tenha:
a™(xy)- BHxy)

a(x,y)- #xy)

fra (X y) =

Validacao

Demonstracdo por indugcdo mateméatica da relacéo:
a'(xy)- 0(x
 (oy)=2 09 By

a(xy)- 4xy)

Institucionalizacéao

Formalizacdo e Generalizagdo da FoOrmula Variante de

a'(xy)- d(x

( oy)= 2 00 By
a(xy)- #xy)
Situagaoproblema (4)

, para a classe d®BCF.

Acéo Comparacao algébrica entre as propriedades da SF e SPBCF.
Formulacao Identificagdo de hiatos historicos nas pesquisas sobre a SF.
Validagéo Compreensdo de um processo historico e evolutivo do MF.

Institucionalizacéao

Formalizacdo do modelo complexifieadde Fibonacci com
generalizacao dos PBCF.
Situacaoproblema (5)

Acéo Selecao deuas propriedades: uma da SF e a outra da SPBCF.
Formulagdo | Verificacdoda validade de f_, =( 4)™.f, .
Validag&o Demonstragapor indugdo matematica dé_ (X, y) = W
-y

Institucionalizacéao

Formalizacdo deque as sequéncias de Fibonaccides PBCH
admitem extensado panadices inteiros.

Fonte: Elaboracéo da autora.
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Nos paragrafos anteriores, foi feita uma categorizagdo dos momentos de resolucdo das
situacdegproblema. Isso € esquematizado na Tabela 7. Assim, vale comentar que apesar da
ED admitir dois tipos de validacdo: interna e externa. Todawalidacao desta pesquisa é
feita internamentecom foco s situacdes didaticas. Ou seja, além destsguisa ter
envolvido um nimero pequeno de participantes (alunos), sdo analisados apenas as producdes
e o0 desempenho dos estudantes que foram observados nesta pesquisa, ndo havendc

comparacao com producdes externas a esta aplicacao.

Assim, na validacamierna desta pesquisa, € feita uma comparacéo entre as fases de
andlisea priori e a posterioricom base nos dados coletados durante a realizacao diatica.
outras palavras, \@alidacdo interna desta pesquisa é uma consequéncia da ampaieriori
dos dados coletados, buscando comparar o que se foi anaigaitori com os resultados
obtidos na experimentacdo. Além do mais, a fase de institucionalizacdo da TSD tem muita
relevancia na validacao interna desta pesquisa, pois € nesta etapa, em glemsia evéxito
obtido no processo do entendimento da constru¢do dos conceitos matematicos trabalhados em

sala de aula.

Todavia, vale comentar que durante a resolucdo das sity@pidsma surgiram
alguns obstaculos epistemoldgicos e cognitivos tipdmsim processo de aprendizagem.
Nesse contexto, foi observado que alguns alunosfestaram dificuldade dédar com a
demonstracdo matematicasbé evidenciadao seguintear gument o de um al |
usar i ndu- « d&lémissoequtpotalioafanda:ipra mim s- fica ¢
usar i ndu-«o0o matem8tica se ti v d&ssesmlstacelosun ci
foram superados no momento da troca de informagéo entre os alunos e com a intervencgao do
professor. Dessa forma, na Tabela fofam apresentados os resultados que satisfazem a

predicéo feita na andlisepriori.

Nessgperspectiva, na Tabela Q@odese observar a institucionalizacdo das relacdes e
dos conceitos abordados nas situacdes didaticas. Dessarfarpraneira situacaproblema,
os alunos identificaram a relagdo entre os termos da SF e da SPBCF, e conseguiram
determinar os termos da SPBCF. Isso permitiu generalizar os PBCF como modelo de
complexificagcdo da SF. Na segunda sifigggroblema, foi veritado o comportamento
tridiagonal da matriz proposta por Asci & Gurel (2012)avaliando o determinante dessa
matriz, por um processo indutivo, consegs@ugeneralizar um teoremm@aqual descrevelsp

o determinante dessas matrizes tridiagonais geraermsg da sequéncia dos PBCF.
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Continuando a institucionalizagdo, na situapémblema (3), o0s estudantes
compreenderam quassim como a SF, os PBCF tambsatisfazem a umarfaula fechada
Com isso, foi possivel formalizar e generalizar uma formula varide Binet para a classe
dos PBCFNa situacaeproblema (4), ocorrea formalizacdo do modelo complexificado de
Fibonacci com a generalizacdo das propriedades inerentes aos PBCF, além disso, € visto que
isso acontece com a insercdo de varidveis e da denittaaginariai. Logo, tornase
perceptivel o processo historiepolutivo da SFFinalmente, a institucionalizagQ da quinta
situacaeproblema foimarcada pela discuss@® MF, através de suas representacbes com

indices inteiros para a SF e para os PBCF.

Por fim, a discussdo datadoscoletados nesta pesquisa perma@ampreender que 0s
objetivos desta pgsiisa foram alcancados, assim, acontege validacdo interna desta
pesquisaEssa validacao inigise coma andlise feita nas analises prévias da El9, campo
epistémicematematicanerente ao modelo complexo de Fibonacci. O que peralitancar
os dois primeiros objetivos especificos desta pesquisamEeguida, a validac&e efetiva
na situacao didaticaevidenciandese com a instituonalizacdo d TSD. O que permitiu

alcancar os dois ultimos objetivos especificos.

E relevante notar que os dois objetiespecificosniciais foramrelacionados aos dois
altimos objetivos especificos através da transposicdo didati@@bjetivo geral) realizada
inicialmente,na fase de concefg e analisea priori da ED Além do mais, podee
compreender que foi oportunizadms professores de diematica em formacédo inicial,
através de uma abordagem com o viés didatico da @ $Bsenvolvimentde um raciocinio
inferencial e de uma concepcao episterdgica do ensino de HMsso valida ahip6tese
didatica levantadailém disspa seguir, terse alguns depoimentos de alunos.

Aluno A: [..] agora a gente v&ue HM ndo é sé seminario sobrevala dos
matematicosMas, tanbém € a criacdo de propriedades e teoremas que devem ser
demonstrados matematicamente. Novas formulas fazem a Matematica evoluir. Isso faz
parte da Histéria da Matematida..] .

Aluno A: [...] o modelo de Fibonacci th mais do que evoluidos DBUmeropara 0s
polinémios. Dos naturais para os complexddas, essa evolu¢do nao € vista em toda
aula de HM. Até porque os livragio contam a atual historia da &fematica. Se
preocupam mais com 0s matematjapge nem existem mago que com 0s teoremas
novos ge estao surgindo.

Comisso, ficou entendidque aHM tém umarelagéo intinseca com a epistemologia
das relagbes matematicaentre as quais podem ser destacadas as recorr€ibciaaccianas
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complexas, que podem ser exploradascontexto do ensino déM. De fato, alguns alunos
manifestarama compreensdo dsa concepcaoVale recordar que esta pesquisa foi
desenvolvida a partir da transposicéo didatica do modelo complexificado de Fibonacci. O que
articulou elementos didaticos, cognitivos e epistemaldgj os quais sdo pressupostos da ED

construida nesta pesquisa.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisaapresentou uma abordagemapistemologia que enfatiza o
desenvolvimento algébrico das relacBes recorrentes inerentes a sequéncia genelaliza
Fibonacci. Nessa pgrsctiva, esta pesquisa foi iniciada campo epistémiematematico que
abrange as formas complexas das relagées Fibonagcaapastir da insercdo de unidades
imaginarias e de variaveis. Esse processo foi denominado de comptdfdo MF éndica

uma evolucéao histéricgom énfase no desenvolvimento epistemolégiedematicoda SF.

O estudo do modelo complexificado de Fibonacci é realizadoéatdaanalise de
artigosespecificogla literatura da Matematica Putango, ndo &€omum discutir os conceitos
e as propriedades complexasiundas da SFpresentes nesses artigowum curso de
Licenciatura em MatematicBlesse repertorio matematjdoi selecionada a classe dos PBCF
como um conteud@ ser transpostpara o contexto datico-cognitivo. Com isso, esta
pesquisa foi aplicada na disciplina de HMndo em \8ta que ccurso de Licenciaturam
Matematicaoferece em suamatriz curricular,a disciplina de HMa qualpermite discutir a
evolucdo dos conceitos e das relacdes netieas. Aém do mais,os livros classicos ddM

fazem referécia ao modelo recursivo unidimensional de Fibonacci.

Todavia, ha uma resisténcia enornpog partede alunos e professores quanto ao estudo

de relacdbes matematicas sua demonstracdoas aulas deHM. Essa resisténcia é
consequéncia da concepcao de guéM abrangeapenas a biografia dos mat&tioos ea
descricdo do periodo histérico em que definicGes foram estabelecidas e ratacdes
matematicasoram desenvolvidadsso € ma concepcaequivocaaque se reflete na matriz
curricular do curso de Licenciatura em Matematra que a disciplina de HM nédo exigepré
requisitos para curda. Assim, cabe a seguinte reflexdo: como se questionar a validade de
propriedades e teoremas ou progotensdesgeneralizada dessas reldgs se os alunos

podem telum conhecimento prévio matematico escasso?

Aléem do mais, ssa concepcadescrita anteriormentevidenciao desconhecimento
historico da Materatica atual e, assim, negligencia aatual processo evolutivo
epistemoldgicematemético de novas relagbes matematicas. Isso pode ser obseogado
livros usados comoeferéciasnas aulas de HMais livros ndo apresentardiscussdesle
propriedadesnatematicasecentes e atuai¥ale comentar que eonstrucao do repirio de

relacbes matematicas superou determinados obstaculos epistemoldgicos. Isso sigrufica que
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conceits e as relagdbes matematicas conhecidas atualmémtam criados a partir do
guestionamento de sua validadessim, resta pesquisa, pode observarisso quando se
andisa o processo de surgimentosdQuaternionsNesse sentido, pode compreendegue

0s Quaternionsurgiramcomo uma extensao dos numeros complexos para quatro dimensdes.
E, essa extensdo surgiu quando foi questionada a generalizzg;:dnimeros complexos
bidimensionais para trés dimensodes, através dos tripletos.

A vista disso,por apresentar pressupostos didaticos, cognitivos e epistemoldgicos, a
ED, em complementaridadeom a TSD, foi assumida como aporte tedrico que norteou o
percuso metodoldgico desta pesquisar Apéndice C)Isso conibuiu, de modo geraho
que diz respeito Mateméaticaparaa compreensddo MF em suas diferentes representacdes
complexas, as quaisramcategorizadas em dois grupos: uma abordagem polinonaatre,
numa perspectiva de crescimento dimensi¢ved Apéndice D) Dessa forma, vale destacar
que o crescimento dimensional Fibonacciano € uma consequéncia da insercdo de unidades
imaginarias, assimsdo destacadaas relacBes recorrentes bi, tri nedimensionais.E,
posteriormente, a SHoi explorada nasAlgebras (ver Apéndice E)quaternibnica e
octonidnica, buscando uma generalizacdo dos numeros Gaussianos de Fibonacci em quatro e
oito dimensdes respectivament®. que permitiu atingir ® dois primeiré objetivos

especificos desta pesquisa.

Todavia, no contexto da microengenharia didatica e considerando os efeitos da
transposicao didatica, € relevante observar que o MF foi estudado em situacBes de ensino
através dos PBCF discutidos por meio da proposidé situacbeproblema,as quais
oportunizaram a compreensdo do proceksioricoevolutivo da SF numa abordagem
polinomial a partir da inser¢@o de variaveis e da componente imagintssa evidencia que
os dois ultimosobjetives especificos inerergeao contextalidaticocognitivo desta pesquisa

foramalcancads.

Finalmente, sta pesquisaportunizouaos alunos, professores em formacao inicial, a
ampliacdo deseu repertorio de conhecimentos relatigorélacbes matematicasiundas d
sequéncia genalizada de FibonacciAlém disso, possibilitou o desenvolvimento de uma
concepcdo epistemologicnatematica do ensino de HNDessa formagsse processti
desenvolvidoatravés da transposicdo didatica fundamentach uma teoria de ensino
espedica para @DM, que no caso desta pesquidastacotsea TSD.Ao fim desta pesquisa,

esperase que esta dissertagao sirva de paradigma para outras pesquisas que buscam explorar
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com o viés didatico da TSD, outros modelos matematiéostriviais isto €, nao estudad

num curso de Licenciatura em Matemaética.
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QUESTIONARIO: SITUACOES-PROBLEMA
POLINOMIOS BIVARIADOS E COMPLEX0S DE FIBONACCI

Local de aplicaciio: IFCE — Campus Fortaleza.

Disciplina de aplicacio: Histéna da Matemética.
Pesquisadora: Mestranda Fannyelly Fodnignes de Oliveira.
Omnentador: Prof Dr. Franciseo Réms Vieira Alves.

Situacio-problema (1): No artigo cientifico de Asci & Gurel (2012), enconframos a Tabela
1, a qual apresenta os primeiros termos da sequéncia dos Polinémios Bivaniados e Complexos
de Fibonacci (PBCF). De acordo essa tabela, venfique se existe alguma relacio da mesma
com a sequéncia (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,.), caso compreenda que sim, explica-la
detalhadamente, em seguida, determine algums termos da sequéncia dos PBCF.

Situacio-problema (2): Na Figura 1, tem-se uma matriz proposta por Asci & Gurel (2012).
Explique, com suas palavras, a fimgio e as propriedades dessa matnz, inclusive, sen
comportamento para as ordens 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6, etc. Além disso, avalie se é possivel
verificar a relagio detD (x,¥)_ = f.(x.n20.

Situacdo-problema (3): A Fimmla de Binet conhecida por f =% foi formmlada
a—

por Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786 — 1856). Existe uma formula analoga para a classe
dos PBCF? Caso exista, deduzir a mesma_ Se necessanio, considere a equagio " —id—y=0.

Situacio-problema (4): Baseando-se na Tabela 2, ao comparar a coluna da esquerda com a
coluna da direita, é possivel interpretar e significar uma perspectiva histérica-evolutiva da
sequéncia concebida por Leonardo Pisano em 12027

Situacio-problema (5): Arpumente e deduza gqualquer propriedade da sequéncia de
Fibonacel e que possa ser relacionada com o modele matematico dos PBCF. Justfique essa
relagio e, se necessino, considere a equagio x*—x—1=0.
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Tabela 1 — Termos das sequéncias bivanadas polinomiais de Fibonacci e Lucas.
L,(z.y)
2
ir
-z° + 2
-1 + 3zyi
-4ty + 2°
271 = 5oyt 4 Hry’i
=1 4 6ty = 9%y + 2’
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Fonte: Asci & Gurel (2012).

Figura 1 — Matriz tridiagonal.
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Fonte: Asci & Gurel (2012).
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Tabela 2 = Quadro comparativo da SF com o modelo matematico dos PBCF.

Decricac hiztorica

Prepriedades dos polimemios bivariados de

kitomacal
a"-p" " (x.y)— gLy
L= ~5 oy T E 0
al(x. y)— px.y)
Formu'a fomacda por Fémmiz vanianme de Bimner
Mz Duse! 0786 1856"
[ = G
&= 1=t=¢ g(r)—l—ir-t—;/ -4
Abraham a Morre (166/—17/54) smpregoa Farcio meradera do modelo TBE
anvyio de fungio pecaduie ao wedelo de
Fitonace:.
-t OO [
Q (l 0) Q‘“"n_[l ')/,
R Lot Gicial wsludads e 1960, Repreenlacao matncial wirodwads pur Asci &
por Chardes King (GOULD, 1951) Gural 2013),
L= P (x.y)--F'("y)
Frozeszo de extenzio da SF 3o eaxmipo doz b= ( »
indices inteiros discutida por Broasszan Proosso de axlensio de SPT a0 cangw dos udbces
(196) intexros

A A et T Vg
Idantidace formmlada por Domazico Casam
(1625 - 1712
f- tj; c‘.’»m\n

Caso de divimbilidade red. das corx a SF

F G VF o (x »)—FAx ) — D™
Foarmala vanante da Cazsin fomecidsa por Ascs &
Gurel 2013).

EENEEy)~mn
Drasibalidade dos PEF introdunidas por Jacob:
Rewleusam & Sabaruvilcl: 2005)

mde T, DT x ) -1
Caso de divistbilidade relacionzdas comr a SF

mac(, .3, T, Gy -1
Drnvisibiidade dos PEF inroduzidas por Jacob;
Houk & Sakarowateh (2LU6)

[H.,(x,y)=a., H(x ) =a.
H  (x.3)=x-H {(x. ) y-H_ {x¥)

Ll 2)=0.F(x, =1,
Falx)=x-F(x3) ! »-F_(x.5)

Torae cosplesa dos POT wtroduzados por Ase &
Carrel (?017- 2013)

Fonte: Alves & Catanino (2017).
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APENDICE B i TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO (TCLE)

(11

BN INSTITUTO FEDERAL

BN pEEDUCACAD. CIENCIA E TECNOLOGIA
BR Cearad

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

“Engenharia Didatica sobre o processo de complexificacio do modelo de
Fibonacci: relagdes recorrentes bi, tri e n-dimensionais e representagoes
polinomiais e matriciais™
Rannyelly Rodrigues de Oliveira

Vocé estd sendo convidado a participar como voluntario de uma pesquisa:
“Engenharia Didatica sobre o processo de complexificagio do modelo de Fibonacci:
relacbes recorrentes bi, tri e n-dimensionais e representacfes polinomiais e
matriciais®. Este documento, chamado Termo de Consentimento Livre e Esclarecido,
visa assegurar seus direitos como participante e & elaborado em duas vias, uma que
devera ficar com vocé e oufra com a pesquisadora.

Por favor, leia com atencdo e calma, aproveitando para esclarecer suas
dilvidas. Se houver perguntas antes ou mesmo depois de assindlo, vocé podera
esclarecé-las com a pesguisadora. Se preferr, pode levar este Termo para casa e
consultar seus familiares ou outras pessoas antes de decidir participar. N3o havera
nenhum fipo de penalizagdo ou prejuizo se vocé ndo aceitar participar ou retirar sua
autorizagdo em gualquer momento.

Justificativa e objetivos:

Justifica-se esta pesquisa no fato de que os livios de Historia de Matematica
apresentam discusstes superficiais sobre os conceitos matematicos e as relagdes
oriundas da sequéncia de Fibonacci. Nesse sentido, tém-se como objetivos:
desenvolver um estudo sobre o processo de complexificacdo da Sequéncia de
Fibonacci, a fim de investigar seus tfeoremas, suas propriedades e identidades,
buscando explorar sua forma complexa e n-dimensional em situagfes de ensino. E,
apresentar o desenvolvimento historico e evolutivo desse modelo matematico.

Procedimentos:
Pariicipando do estudo vocé esta sendo convidado a:

= Participar da pesquisa que sera aplicada em forma de aulas com durag3o de
noventa (90) minutos, no Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia
do Ceara (IFCE) no campus Fortaleza.
A previsdo para o inicio das aulas & 11/06/2018.
As aulas serdo registradas através de fotos e gravagbes de audios das
produgdes dos participantes.

= Serdo aplicados questionarios, com situagGes-problema que serdo propostas
em uma lista de exercicios, com tempo de noventa (90) minutos para as
respostas.

= (s dados coletados serdo utilizados somente para pesquisa e os resultados
serdo mostrados através de revistas especializadas na area de investigagdo
efou em encontros cientificos e na dissertacdo, no Programa de Pos-
Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica do Instituto Federal de
Educagio, Ciéncia e Tecnologia do Cearda (PGECMIFCE) no campus
Fortaleza, sem expor a identificac3o dos participantes.

Rubrica da pesquisadora: Rubrica do participante;
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Desconfortos e riscos:

Vocé ndo deve parficipar deste estudo se vocé se senfir constrangido com
registro de fotos e audios de suas produgbes durante a aplicago da pesquisa.
Assim, como providéncias e cautelas adotadas para minimizar possiveis
desconfortos ou riscos, o paricipante terd a liberdade de deixar de participar do
estudo sem qualquer prejuizo.

Beneficios:

Os participantes fer3o a oportunidade de participar de situages didaticas que
possibilitam aos alunos da Licenciatura em Matematica desenvolver uma concepgdo
epistemologica da Historia da Matematica através do estudo de definigbes, teoremas
e propriedades matematicas inerentes ao modelo complexo de Fibonacci, assim,
contribuindo com a formag3o inicial docente do participante. Além disso, os dados
coletados serdo utilizados somente para pesquisa e os resultados serdo mostrados
através de revistas especializadas na area de investigagdo efou em encontros
cientificos e na dissertag3o, no Programa de Pés-Graduagio em Ensino de Ciéncias
e Matematica do Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Ceara
{PGECM/IFCE) no campus Fortaleza, sem expor a identificagdo dos participantes.

Acompanhamento e assisténcia:

O paricipante tem a garantia ao acesso, em qualguer etapa do estudo para
esclarecimentos de eventuais dividas na instituicdo em que vocé estuda. Para
maiores informagdes nosso contato & (B5) 99940-1392 e o e-mail: panny-
rockstan@hotmail. com.

Sigilo e privacidade:

Vocé tem a garantia de que sua identidade serd mantida em sigilo & nenhuma
informag3o sera dada a outras pessoas que n3o fagam parte da equipe de
pesquisadores. Na divulgagdo dos resultados desse estudo, seu nome ndo serd
citado.

Ressarcimento e Indenizacédo:

N80 existirdo despesas para o participante em qualquer fase do estudo e
também o mesmo ndo receberd nenhuma remunerag3o para participar da pesguisa.
Vocé terd a garantia ao direito a indenizag3o diante de eventuais danos decomentes
da pesquisa.

Contato:

Em caso de dividas sobre a pesquisa, vocé podera entrar em contato com a
pesguisadora Rannyelly Rodrigues de Oliveira pelo celular (85)99940-13592 e 0 e-
mail: nanny-rockstar@hotmail.com. Em caso de denincias ou reclamagbes sobre
sua participac3o e sobre questbes éficas do estudo, vocé podera entrar em contato
com a secretaria do Comité de Etica em Pesguisa (CEP) do IFCE, das 08:00hs as
12:00hs e das 13:00hs as 17:00hs, localizado na Rua Jorge Dumar, n® 1703, Jardim
América, no IFCE Reitoria, Fortaleza - CE, 60410-426; fone (85) 3401-2332 e-mail:

cep@ifce edu.br
Rubrica da pesquisadora: Rubrica do participante:;

Pagina 2 de 3




206

L 1]

BN INSTITUTO FEDERAL

HEN DE EDUCA(,‘ﬁD, CIENCIA E TECNOLOGIA
Bl Cears

Observagoes:

AD assinar esse termo, o paricipante concorda voluntarfiamente em participar
desta pesquisa e permite o registro de fotos e dudios de suas produgfes durante a
aplicagdo da pesquisa, desde que possa retirar seu consentimento a qualquer
momento sem penalidade ou prejuizos de qualquer natureza.

Apenas pessoas maiores de idade e legalmente capazes poder3o participar
desta pesquisa.

Consentimento livre e esclarecido:

Apds ter recebido esclarecimentos sobre a natureza da pesquisa, seus objetivos,
métodos, beneficios previstos, potenciais riscos e o incomodo que esta possa
acametar, aceito participar e declaro estar recebendo uma via orginal deste
documento assinada pelo pesguisador e por mim, tendo todas as folhas por nos
rubricadas:

Nome do(a) paricipante:

Contato telefdnico (opcional):

e-mail (opcional):

(Assinatura do participante ou nome e assinatura do seu RESPONSAVEL LEGAL)

Data: / f

Responsabilidade do Pesquisador:

Asseguro ter cumprido as exigéncias da resolug8o 466/2012 CNSMS e
complementares na elaboragdo do protocolo e na obtengBo deste Termo de
Consentimento Livre & Esclarecido. Asseguro, também, ter explicado e fomecido
uma via deste documento ao participante. Informo que o estudo foi aprovado pelo
CEFP perante o qual o projeto foi apresentado e pela CONEFP, quando pertinente.
Comprometo-me a ufilizar o material e os dados obtidos nesta pesqguisa
exclusivamente para as finalidades previstas neste documento ou conforme o
consentimento dado pelo participante.

Pesquisadora

Assinatura da pesquisadora
Data: I I
Fortaleza — Ceara.
Rubrica da pesquisadora: Rubrica do participante:;
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ESTRUTURA DA PESQUISA

Metodologia de
Pesquisa

Campo
epistémico-matematico

Modelo de Fibonacci

I
Engenharia Didatica (Artigue)

Analises preliminares
(previas)

—
_‘ Concepgdo e analise a | |
priori .

Teoria das

—I Formulacdo |

Situacgoes
—I Experimentagao |7 Didaticas - -
(Brousseau) Validacao
Analise a posteriori e
validacgédo —I Institucionalizagio |

ENGENHARIA DIDATICA

Analises preliminares

Almouloud & Silva (2012) descrevem a andlise preliminar como uma fase de “andlise epistemoldgica do ensino atual e seus
efeitos, das concepches dos alunos, dificuldades e obstaculos, e andlise do campo das restrices e exigéneias no qual vai
se situar a efetiva realizagio didatica™ Além do mais, Pais (2002) organiza as andlises prévias como uma descricdo das
dimensdesepistemoldgicas, cognitivas e pedagdgicas inerentes ao objeto de estudao.

a"

.

— —

- — Génese e evolugio dos conceitos matematicos referentes ao
-| Epistemologica I— processo de complexificacio do madelo de Fibonacci.

- =

Mobilizacio do pensamento intuitivo do aluno conduzindo-o

Cognitiva ao desenvolvimento de um raciocinio inferencial durante a
situacac de ensino.

o -

- =

Transposicdo diddtica dos conceitos matematicos da

Didatica sequéncia de Fibonacci, a fim de transforma-los em um

conteddo a ser ensinado em momentos de ensino

fundamentados na Teoria das Situagfes Didaticas.
o -
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Concepcédo e analise a priori

Segundo Pais (2002), as varidveis, que compfiem o sistema de ensino e s8o relevantes numa situacio didatica, so
determinadas na etapa da concepgio e da andlise a prori. Dessa forma, no dmbito microdidatico, as varidveis sdn

articuladas a fim de estabelecerem uma relacdo entre a situacio-problema proposta e o conteddo a ser ensinado,
buscando construir um conceito cientifico.

Formulacio da hipdtese didatica.

J[ Compreensdo dasequéncia de Fibonacc como
—‘[ um contelde a ser ensinado.

Elaboragio das situacio didaticas.

— Conjunto de situacfies-problema | |Classe dos Polindmios Bivariados e
:J Complexos de Fibonacci.

dos resultados esperados

— (comportamentos dos alunos e procedimentos)

dos momentos de aplicacio da Teoria das
Situacties Didaticas.

Experimentagéo

Durante a experimentacdo, coletamos e organizamos um corpus de pesquisa variado, composto por producio dos alunos,
registro de perguntas, dividas e eros constatados durante o acompanhamento de suas aghes e didrios de classe dos
ministrantes. Aandlise desse material é essencial para a etapa da validacio (CARNEIRD, 2005, p. 105).

Turma da disciplina de Histéria da Matemdtica, 3°
= |semestre, curso de Licendatura em Matematica, IFCE,
campus Fortaleza.

—= Teoriadas Situaches Didaticas
F Proposicao de situacfies-problemas

- Observacbes, registros fotograficos, producties
|| Instrumentais paracoletade | | eseritas e orais (entrevistas) dos alunos, realizados
dados durante os momentos de aplicagio.
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Analise a posteriori e validagao

r[...I esta fase se caracteriza pelo tratamento dos dados colhidos e a confrontacio com a andlise a prfc:rr',‘
permitindo a interpretagdo dos resultados e em que condigbes as questbes levantadas foram
respondidas. Assim, & possivel analisar se ocorrem e quais sdo as contribuiches para a superacio do
problema, caracterizando a generalizagdo local que pemitira a validacio intema do objetivo da pesquisa
| (POMMER, 2013, p. 26).

F

A Engenharia Didatica [...] caracteriza-se tambem como uma pesquisa experimental pelo registro em que)
se situa e pelos modos de validagio que Ihes =30 assodados: a comparagdo entre analise a priori e
andlise a posterion. Tal tipo de validagio € uma das singularidades dessa metodologia, por ser feita
internamente, sem a necessidade de aplicagio de um pré-teste ou de um pds-teste (ALMOULOUD, 2007,

p. 171). )

il —
Andlise dos dados coletados, isto e, das producoes dos alunos.
= |Assim, e feita uma descricao generica dos alunos, observando seu
compartamento, sua adaptacdo e seu desenvolvimento intelectual

durante a situacdo didatica (LABORDE, 1987, p. 105).
Validagdo = ~

Andlise de producfies externas a pesquisa, a fim de se estabelecer
um comparativo com 0% alunos que nao pariciparam da mesma

sequéncia didatica (ALVES, 2018b).

TEORIA DE ENSINO

| 1coria das Situacoes Didaticas

Permite a0 aluno explorar seus conhecimentos prévios, nesse
sentido, acontece a mobilizacdo “de um conhecimento de natureza
mais experimental e intuitiva do que tedrica® (PAIS, 2002).

O aluno elabora uma estratégia (escrita ou oral) de solugdo a partir de
suas concepgdies, buscando uma linguagem mais formalizada. Assim,
compreende-se que "o objetivo dessa dialética de formulacdo & a troca)
Lde informagbes” (ALMOULOUD, 2007).

F,

Essa etapa & caracterizada pela busca da "validago das assergﬁe§
que foram formuladas no momento de ac&o e de formulacio, podendo
se referir a diferentes niveis de validade: sintatica, semantica ou
mesmo pragmatica (relativa a eficacia do texto)”. (ALMOULOUD,
2007).

F,

PE um “momento onde se fenta proceder a passagem do )
conhecimento, do plano individual e parficular, a dimenséo historica
e cultural do saber cientifico” (PAIS, 2002).

\ F,

Fonte: Elaborac&o da autora.
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EPISTEMICO -MATEMATICO: COMPLEX |FICACAO DO
MODELO DE FIBONACCI

CAMPO EPISTEMICO -MATEMATICO

PeriodoHistérico:
Idade Média daEuropa

Criagdo das
Universidades: Padua,
Napoles, Paris, Oxford e
Cambridge

Genese do Modelo de Fibonacci

s Modelode Fibonacci
—[ Situagdoc-problema ]

Sequéncia de Fibonacci:

{1L1235813.}

|

Relagdo recursiva:
f.=f +f Vnel(f=0ef=1)

LeonardoPisano [
B (1180-1250)

—[ Fibonacci: “filho de Bonaccio” ]

—[ Atividade comercial }

Expansdo dos numeros
indo-arabicos:
Alexandre de Villedieu
John de Halifax
Leonardo de Pisa

Formula de Binet ;
dﬂ — n
2P puq

a-B

—[ Matematico italiano ]
—[ Liber Abbaci (1202) ]

U

—

Situagdo-problema da reprodugdo de
pares de coelhos imortais

Complexificagao do Modelo de Fibonacci

Recorréncia unidimensional

Representacdes
polinomiais
¥

[ Com uma variavel ]

]

[ Com duas variaveis ]

]

[ Bivariadas e complexas l

]

[ Com variavel complexa ] [

[fH =f_ +f, neN (r3=0ef1=1)]

Crescimento
| Dimensional I

Abordagem e Estruturas Estruturas
extensao Quaternidnicas T Octonidnicas
Gaussianas
‘ | N° hipercomplexo I
[ N° Gaussiano de ] $
Fibonacci ﬂ Espagos vetoriais

Relagbes recorrentes Algebrade8
bi, tri @ n-dimensionais dimensdes

Algebrade4
dimensodes

Fonte: Elaborac&o da autora.
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Um Espaco \etorial E € um conjuntpcujos elementos s§
chamados vetores, no qual estdo definidas duas operag

adicdo, que a cada par de vetotesi E faz correspnder
um novo vetoru+v [E, chamadoa soma deu e v, e a

multiplicacdopor um nimero real, que a cada nimeei R
e a cada vetovi E faz corresponder um vetar @, ou av,
chamado o produto de2 por v. Essas operacbes devg
satisfazer, para quaisquem, # R e u,v,w E as

condicdes abaixohamadas os axiomas dspaco vetorial:

Comutatividadeu+v =v o

Associatividade:(u+v) w & (v W e (a@a jv= @ v
Vetor nulo: Existe um vetorOl E, chamado vetor nulo, o
vetor zero, tal qu&+0 0 w VvV FE

Inverso aditivoPara cada vetovi E existe um vetorv [E,
chamado o inverso aditivo, ou o simétrico de tal que
-v v % (H) -0;

Distributividade:(a+ v =wa +vea(u+v) =al &y

Multiplicac&o por 1:1Qr .
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Lima (2016)

A Algebra Linear é o estudo dos espacos vetoriais e
transformacdes lineares entre eldéem disso, esse estu(

abrangematrizes e formas quraticas.

Lima (2016)

UmaAlgebra A sera um espagco vetorial que esta munido
uma  aplicacdo  bilinear m: A2 A- A chamadag
imul tipl i c &lement® difsgenteudn zerdl A
chamadal e fAuni dadegoemile)=tmaall) =k o

Uma Algebra A é finitamente gerada sobi quando existg
um subconjuntofinito X ={a,-,8} EA tal que todo
elemento dé\ pode ser obtido através de m@merofinito de
soma, multiplicacdes de elementos Mee/ou multiplicacdes
por escalares dR, isto &, seul A, entdou=§ /,a,,--,a

ondeg; | X e/ IR

Santos (208)
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Algebra

Uma AlgebraA é umaAlgebra com divisdq se dadoa, bl A
com ab=0, entdo a=0 ou b=0. EquivalentementeA é

uma Algebra de divisdo se as operacdes de multiplicag
esquerda e a ditai por qualquer elemento diferente de Zz
sao invertiveis.

Uma Algebra de divisdo normada é uma Algebra con
divisdo que segue as condicdes de norma. Ou seja,
Algebra com tisdo é dita normada se é umégdbraA e
também é unespaco vierial normado conj|ab [E|ja || b .

Santos (208)

Fonte: Elaborac&o da autora.
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ANEXO A i MATRIZ CURRICULAR DO CURSO DE LICENCIATURA EM
MATEMATICA (IFCE i CAMPUS FORTALEZA)




