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RESUMO 

 

O presente trabalho, ao assumir alguns pressupostos da metodologia de pesquisa nominada 

Engenharia Didática ï ED, caracteriza, descreve, aplica e analisa os dados coligidos a partir 

da exploração, em sala de aula, de três situações-didáticas, sobre o conteúdo de Série de 

Laurent. O citado conteúdo possui lugar invariante de estudo, no locus acadêmico e, segundo 

a perspectiva da Transição Complexa do Cálculo ï TCC, constitui o ápice do processo de 

generalização de um objeto matemático, que possui um início de estudo acadêmico, desde o 

primeiro ano de formação acadêmica, ainda no contexto da Teoria das funções na variável 

real. Ademais, ao assumir o caráter imprescindível do papel da visualização e entendimento 

intuitivo dos conceitos em Análise Complexa ï AC, adota ainda, a teoria concebida por Efrain 

Fischbein, que proporciona a descrição das categorias do pensamento intuitivo (intuições 

afirmativas, intuições antecipatórias, intuições conjecturais). Desse modo, o estudo adotou a 

sistemática de desenvolvimento das fases de análise preliminares, análise a priori, 

experimentação, análise a posteriori e validação, adotando também a Teoria das Situações 

Didáticas ï TSD. Tendo em vista assegurar uma perspectiva de ensino que, em consonância 

da interação entre os alunos, o professor e o saber matemático, proporcionasse ao investigador 

a identificação das categorias intuitivas a pouco mencionadas. Dessa forma, no decurso do 

acompanhamento da disciplina Introdução à Variável Complexa, no curso de Licenciatura em 

Matemática, no Instituto Federal de Educação, Ciência e Tecnologia do Ceará ï IFCE, a 

construção do aparato conceitual autorizado pela ED, proporcionou o registro de situações de 

ensino que se mostraram, para o pesquisador, como uma prática afetada pelo uso da 

tecnologia em sala de aula. Por fim, os dados evidenciam a mobilização de um conhecimento 

que extrapola os limites da natureza do conhecimento matemático, amparados pelo Geogebra. 

 

Palavras-Chave: Engenharia Didática. Ensino. Série de Laurent. Visualização.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

ABSTRACT 

   

This work, by taking some assumptions of the nominated research methodology Engineering 

Didactic - ED, features, describe, apply and analyze the data collected from the farm, in the 

classroom, three situations-teaching, on the content of Series Laurent. Said content has 

invariant place of study in the academic locus and, from the perspective of Complex 

Transition calculation - TCC, is the culmination of the process of generalization of a 

mathematical object that has a beginning academic study, from the first year academic 

education, even in the context of the theory of functions in the real variable. Moreover, to take 

the essential character of the role of visualization and intuitive understanding of the concepts 

in Complex Analysis ï AC, adopts also the theory conceived by Efrain Fischbein, which 

provides a description of the categories of intuitive thinking (affirmative intuitions, 

anticipatory intuitions, hunches conjectural). Thus, the study adopted the systematic 

development of the preliminary analysis phase, a priori analysis, experimentation, analysis 

retrospectively and validation, adopted the Theory of Didactic Situations - TSD, to ensure an 

educational perspective, in line interaction entres students, the teacher and the mathematical 

knowledge, would provide the investigator to identify the intuitive categories just mentioned. 

Thus, the discipline of monitoring the course Introduction to Complex Variable at the 

Bachelor's Degree in Mathematics at the Federal Institute of Education, Science and Ceará 

Technology - IFCE, the construction of the conceptual apparatus authorized by the ED, 

provided the conditions of registration education that have proven to the researcher, as a 

practice affected by the use of technology in the classroom. Finally, the data show the 

mobilization of knowledge that goes beyond the limits of mathematical knowledge nature. 

 

Key-Words: Didactical Engineering. Teaching. Laurent´s Series. Visualization.  
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CONSIDERAÇÕES INICIAIS  

           

           A disciplina de Variável Complexa é ofertada nos cursos de licenciatura em 

Matemática da UECE, do IFCE e da UFC, Instituições de Ensino superior do Ceará. Devido 

às suas características que envolvem um caráter de abstração, percebemos que o aprendiz 

desenvolve alguns entraves ao estudar o mencionado tópico, pois exige a necessidade de uma 

mobilização de conhecimentos prévios, que enfatizamos no estudo de outras disciplinas 

abordadas na academia, como por exemplo, Teoria das Funções de Uma Variável Real, 

Teoria das Funções das Várias Variáveis, algumas noções de Topologia, Geometria, dentre 

outras.  

           Além disso, de modo inconteste, podemos inferir que as aulas de Variável Complexa, 

na academia, seguem um modelo standard, isso recorrente ao uso de cânones privilegiados 

pelos compêndios especializados, daí supomos que os docentes nessa área tendem a seguir 

tais modelos, ou seja, o uso de aplicações que enfatizam apenas o caráter analítico e 

estruturante. Isto significa que os exercícios são consequências diretas das definições formais 

e teoremas estudados são os principais roteiros para o pensamento do aprendiz. Desse modo, 

diante do quadro atual que, em maior ou em menor substância, determinou nossa realidade de 

formação acadêmica inicial, realizaremos uma investigação cujo objeto matemático fosse um 

tópico da Análise Complexa, enfatizando a escolha da série de Laurent, por constituir o ápice 

do processo de generalização que envolve o estudo das séries de potências. 

           Para a realização e fundamentação desse estudo, buscamos trabalhos/pesquisas que 

abordem e de algum modo se mostrem relacionadas com o nosso objeto matemático de 

interesse, a série de Laurent. Não obstante, o início de nossa incursão investigativa, 

percorremos duas trajetórias. A primeira envolveu a eleição de um objeto de pesquisa e 

investigação, com amplo e extenso interesse na literatura especializada, ou seja, nos 

debruçamos em busca de um tópico da Matemática que pudéssemos investigar seu atual 

quadro de ensino. 

 A segunda trajetória foi consubstanciada a partir de uma preocupação com um 

elemento de razoável oblívio (esquecimento) na literatura da área, ou seja, identificamos 

escassez em trabalhos que nos norteasse nessa temática, fato que nos exigiu, como 

demonstraremos logo adiante, nos próximos capítulos, na construção de uma perspectiva 

alternativa que permitisse o entendimento de alguns fenômenos, vinculados com o nosso 

objeto de investigação. Em síntese, qualquer uma das rotas, seguindo os cânones acadêmicos, 
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apresenta certo caráter de ineditismo, e isso funciona como fator catalizador para futuros 

estudos.  

 Isso posto, diante do esboço mencionado, este trabalho tem como objetivo principal, 

identificar de modo empírico a manifestação das categorias intuitivas (intuição afirmativa, 

intuição conjectural e intuição antecipatória). Detalharemos no capítulo 2, essa teoria, no 

contexto de resolução de situações didáticas 
1
envolvendo a noção da série de Laurent. 

Assumiremos como objetivos específicos: consultar livros didáticos sobre variável complexa 

que abordem a série de Laurent. Elaborar situações didáticas com ênfase na visualização, a 

partir do software GeoGebra; identificar, no contexto de resolução das situações didáticas que 

envolvem a série de Laurent, a manifestação do raciocínio intuitivo, que contemple as 

categorias intuitivas.  

           Por outro lado, assumiremos a Engenharia Didática (ED), como nossa metodologia de 

pesquisa. No capítulo 2, daremos de modo detalhado, sua fundamentação, tendo em vista 

garantirmos a escolha de critérios sistemáticos de cientificidade, de pressupostos adequados 

que permitam a evolução de uma trajetória adequada. A própria estrutura que essa 

metodologia apresenta nos permite compreender nosso fenômeno de interesse, visto que a 

mesma composta de quatro fases (análise preliminar, análise a priori,  experimentação e 

análise a posteriori) isso possibilita o encadeamento dos objetivos que pretendemos atingir no 

decurso desse estudo, ou seja, do ponto de vista científico, realizamos um estudo histórico do 

objeto matemático de estudo, a série de Laurent. Em seguida identificaremos os principais 

problemas existentes nesse estudo, em seguida elaboraremos alternativas metodológicas de 

trabalho com tais problemas encontrados. Neste caso, salientaremos que na segunda fase da 

ED se deu a elaboração de situações didáticas com foco na visualização, para que possamos 

identificar tais categorias mencionadas anteriormente e, como forma de coletar tais dados, 

utilizamos no momento da experimentação o auxílio de recursos tais como: imagens, registros 

de produções, entrevistas. A importância dessa ED, como metodologia de pesquisa, remete ao 

caráter de confronto que a mesma proporciona, isto é, confrontar os dados previstos na 

segunda fase da ED com os dados recolhidos após a experimentação.  

 Ademais, nos relatos científicos da vertente francófona, apreciamos o 

desenvolvimento de inúmeros trabalhos que apontam um viés de complementaridade entre 

algumas metodologias de ensino com a ED, por exemplo, a Teoria dos Registros de 

                                                           
1
 Destacar aqui uma citação de Brousseau (1986) 
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Representação Semiótica (TRRS), a Teoria Antropológica do Didático (TAD) ou com a 

Teoria do Instrumento-Objeto e, mesmo com a Teoria das situações didáticas (TSD).  

           Desse modo, nossa opção conceptual repousou no uso da ED e da TSD, tendo em vista 

garantirmos uma perspectiva teórica segura para a discussão do nosso objeto, ou seja, a TSD. 

Trata-se de uma metodologia de ensino, a qual será detalhada no capítulo 2, cujo interesse 

com a mesma está na elaboração de situações didáticas em que diante das fases previstas 

nessa teoria (ação, formulação, validação, institucionalização), tenciona-se identificar a 

manifestação das categorias intuitivas. Por outro lado, a ED será responsável pela organização 

do ambiente, como já foi mencionado anteriormente, em que se desenvolveram as situações 

didáticas nas fases dessa metodologia de pesquisa. Com isso, compreende-se por meio de 

trabalhos que relacionam a TSD e a ED, que a complementariedade pode proporcionar o 

rompimento de determinados rituais indefectíveis de ensino, que tendem a condicionar o 

ensino de determinados assuntos na academia, ao domínio de rotinas algorítmicas.  

           Nosso contexto acadêmico de perquirição é afetado pela perspectiva assumida no 

processo de Transição Complexa do Cálculo que, de modo prosaico, envolve a passagem da 

Teoria das Funções de uma variável real, para o estudo da Teoria das Funções de variável 

complexa. E, nesse contexto, a visualização assume papel distinguido e garantidor da 

mobilização de um conhecimento que não se restringe ao lógico e procedural em Matemática. 

Desse modo, a visualização destacada aqui será fundamentada pela teoria da TCC, detalhada 

no Capítulo 1.                                   

 Dessa forma, para que se possa identificar os possíveis dados produzidos pelos 

sujeitos desta pesquisa, que tem como alvo alunos do curso de licenciatura em Matemática do 

VII período, no IFCE, utilizaremos a Teoria das Categorias Intuitivas de Efrain Fischbein, 

detalhada no Capítulo 2. Por se tratar de uma teoria de base cognitivista nos possibilitará a 

compreensão de inúmeros fenômenos cognitivos, dentre eles, a manifestação do raciocínio 

intuitivo, tendo como escopo a visualização, que nos permitirá uma compreensão relacionada 

com o conceito de série de Laurent. Sendo assim, ao longo do desenvolvimento desta 

investigação, procuramos associar as formas de manifestação do raciocínio intuitivo a cada 

uma de suas fases de ensino (ação, formulação, validação e institucionalização), mediada pela 

organização da ED. 

          De modo sucinto, a complementaridade entre essas teorias para compreensão do 

fenômeno de interesse de nossa investigação consiste em por meio da TSD, elaborarmos 

situações didáticas, para que, quando aplicadas em sala de aula, identificarmos qual tipo de 
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categoria intuitiva está sendo manifestada em cada fase prevista na TSD. Sendo que a ED 

servirá como organizadora desse momento. 

           Dentre os pesquisadores, na revisão bibliográfica, no Capitulo 1, mencionamos que os 

mesmos afirmam que os alunos enfrentam alguns entraves quando estudam alguns tópicos de 

Análise Complexa, reforçando ainda a escassez ou a retomada da produção de pesquisas nessa 

área. Desse modo, por essa razão, (ALVES, 2011) em sua tese aborda uma alternativa 

metodológica de estudo do Cálculo em Várias Variáveis - CVV, que foi abordado segundo 

uma proposta metodológica que torna essencial a visualização como componente de 

aprendizado, Pretendemos, então estudar a série de Laurent, de forma que possa ser 

enfatizado, não apenas o caráter analítico formal, mas, também, as representações gráfico-

geométricas, condicionadas pelo conceito e que se inserem num fenômeno nominado por 

intuição, isso condicionado pelas situações didáticas que iremos elaborar. 

           Portanto, o que segue, por meio da problemática levantada, é responder a seguinte 

questão geral de investigação: Como elaborar situações de ensino relacionadas com a noção 

de série de Laurent, de modo que, com a exploração da visualização, amparada pelo software 

GeoGebra, possamos identificar a mobilização de um raciocínio intuitivo? 

           De certo que, no decorrer do trabalho, a questão anterior poderá ser modificada, 

readaptada e melhor precisada, uma vez que, ajustes possíveis e necessários estão previstos 

por uma investigação que adota alguns elementos da ED. Sendo assim, essa investigação 

estará estruturada da seguinte maneira: 

           No Capítulo 1, salienta-se alguns resultados obtidos em estudos empíricos com 

respeito à opinião de pesquisadores em relação ao assunto em discussão, com uma atenção 

especial voltada aos seus aspectos metodológicos utilizados em suas pesquisas, como suporte 

à aprendizagem no ensino da Análise Complexa. Desse modo, realizamos um levantamento 

de pesquisas bibliográficas, tanto no Brasil, quanto no exterior, que enfatizam o objeto 

matemático em estudo.  

 Além disso, no contexto da TCC, identificamos e descrevemos alguns elementos de 

ruptura e elementos de transição no âmbito do corpus teórico de nosso interesse. Ressaltamos 

que o nosso foco está voltado à compreensão desse processo por meio de uma transposição 

didática̧ readaptação do ensino cientifico para o saber escolar, apoiada na visualização, com 

arrimo na tecnologia, mais especificamente, no GeoGebra, que nos auxiliará como suporte 

metodológico, em que priorizamos explorar no decorrer da aplicação das nossas situações 
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didáticas, e cujo objetivo é identificar as categorias intuitivas. Apresentaremos, também, a 

justificativa do tema da nossa pesquisa, a delimitação do problema. 

           No capitulo 2,  apresentaremos de modo detalhado nosso quadro de referencial teórico, 

por exemplo, utilizaremos a Engenharia Didática, nossa metodologia de pesquisa, dentre as 

fases que compõe a mesma, utilizaremos em caráter de complementaridade a metodologia de 

ensino, Teoria das Situações Didáticas- TSD, para a elaboração das situações didáticas e, para 

analisar os tipos de conhecimentos imediato, na qual o aluno apesentará, nos valeremos da 

teoria das categorias intuitivas de Efrain Fischbein. 

            No capitulo 3, serão feitas as análises preliminares da ED, em que abordaremos nessa 

seção um pouco da História da Análise Complexa, assim como sua origem e sua evolução, ou 

seja, a forma como o ensino se encontra. Mediante todo o processo de construção, faremos 

também uma consulta a alguns livros didáticos de Variável Complexa que abordem nosso 

objeto matemático, e apresentando alguns dados cognitivos dos alunos, que é de grande 

importância para a compreensão do ensino da série de Laurent. 

           No capitulo 4, realizaremos a experimentação e a caracterização do locus da nossa 

pesquisa, o Instituto Federal de Educação Ciência e Tecnologia do Ceará ï IFCE, Campus 

Fortaleza, assim como os sujeitos de nosso estudo, cinco alunos de licenciatura em 

Matemática, que cursaram o VII  período, no ano de 2015. Apresentaremos as situações 

didáticas que elaboramos, bem como suas análises a priori  e a posteriori.  

           Ainda, neste capítulo, discutiremos, após o recolhimento das situações didáticas 

elaboradas, os resultados mais proeminentes colhidos nas entrevistas semi-estruturadas, 

realizadas individualmente com os alunos nos momentos de aplicação das atividades após 

abordagem dos conteúdos previstos na disciplina de variável complexa. Nota-se que se 

encontram também os dados referentes às concepções dos estudantes sobre a Transição do 

Cálculo de Variável Real para o Cálculo de Variável Complexa. 

           No capitulo 5, apresentaremos os resultados mais importantes deste estudo, originados 

da prática e convívio direto com os estudantes, que apontam respostas aceitáveis no âmbito da 

aprendizagem, com arrimo no raciocínio intuitivo na aprendizagem do Cálculo de variável 

real para o Cálculo da Variável Complexa- TCC. Questões futuras, também poderão ser 

analisadas em outros estudos. 

           A seguir apresentaremos ao leitor nossa problemática de interesse e o delineamento 

dado a nossa investigação, visto que a leitura realizada anteriormente tem o intuito de 

possibilitar uma rápida noção do que iremos detalhar nos próximos capítulos. 



16 
 

 
 

CAPÍTULO 1 ï PROBLEMÁTICA  

 

           Neste capítulo, exibiremos a partir de um levantamento bibliográfico, pesquisas 

realizadas no âmbito da Análise Complexa, a problemática de nossa investigação. 

Apresentaremos também a justificativa do tema de nossa pesquisa, retomando com mais 

detalhes à questão norteadora de nossa investigação, bem como os objetivos. A seguir 

iniciaremos abordando e discutindo alguns trabalhos que remetem ao ensino e a aprendizagem 

sobre alguns tópicos da Análise Complexa. 

 

1.1 Revisão Bibliográfica 

 

           Realizamos uma revisão da literatura a respeito do processo de ensino e a 

aprendizagem em alguns tópicos da Análise Complexa, mais especificamente, a série de 

Laurent. Considerando a temática supracitada, evidenciamos que não encontramos muitos 

trabalhos, no Brasil, que abordassem o nosso assunto em foco. Possivelmente, tal fato se 

atribui a uma noção particular, que nos deparamos apenas no contexto de uma Matemática 

Avançada.  

            Em (ALVES E MARINHO, 2015), vemos a tentativa dos autores em abordar 

conceitos específicos da Análise Complexa de modo alternativo. Nesse artigo, vemos que a 

preocupação dos autores partiu da necessidade de perceber a lacuna existente em alguns 

tópicos trabalhados nessa área, por exemplo, procedimentos que intensificam ainda mais o 

trato algébrico e, aplicações que tornam o ensino pouco refletido com relação ao 

entendimento de seus conceitos e teoremas fundamentais, relacionado à exploração de 

propriedades geométricas. Por exemplo, podemos observar no processo de integração de uma 

função na variável complexa, que os autores recomendam que é preciso considerar uma 1-

forma diferencial  ὃᾀὨὼ ὄᾀὨώ contínua num conjunto aberto . Define-se, então, a 

integral de ao longo de um caminho de classe ὅ   como sendo o número complexo,   

᷿ ᷿ ὃὸ ὸ ὄὸᴂὨὸ (*)  

onde ὸ ὸ Ὥὸ (ALVES; MARINHO, 2015). Ora, o escopo apresentado pelos 

autores acerca do processo de integração, remete ainda a ideias de cunho abstrato, e pouco 

compreensível quando se refere ao seu trato geométrico. 

           Posto isso, os autores remetem a um escopo alternativo, ou seja, apoiam suas 

discursões no uso metodológico e em caráter de complementaridade dos softwares Geogebra 
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e do CAS Maple. Afirmam que óópor interm®dio de sua utiliza«o, indicaremos outras vias de 

abordagem, significação e interpretação para certos conceitos, cujo significado extrapola as 

simples formulações lógicas e os rígidos procedimentos envolvendo a demonstração formal 

de um teorema em ACôô (ALVES e MARINHO, 2015, p.92). Ao utilizar esses softwares, os 

autores passam a assumir a visualização como elemento indispensável num contexto de 

resolução de problemas, além de despertar um entendimento tácito e intuitivo de situações 

que elegem o uso da tecnologia. Por exemplo, os autores apresentam um caminho para se 

trabalhar de modo alternativo o ensino de singularidades de funções de Variável Complexa. 

Veja, por exemplo, a figura 1, na qual podemos notar a existência de vulcões que indicam as 

singularidades existentes na função racional, em que a incursão dos softwares nos permite 

identificar a parte real e parte imaginaria da função na variável complexa. 

 

Figura 1- Visualização no espaço ᴙ das partes real e imaginária de uma função de Variável 

Complexa. 

 

Fonte: (ALVES e MARINHO, 2015, p. 100). 

 

           Com isso, os autores concluem que é notória a existência da abstração em conteúdos 

em AC, em que reconhecem a necessidade por partes dos docentes que ministram disciplinas 

nessa área, buscar desenvolver um ensino que torne mais compreensível, para os alunos, ou 

seja, que busque um campo de considerável habilidade abstracionista. Sendo assim, os autores 

elegem a exploração da tecnologia e o domínio de certas capacidades ontológicas que são 

promovidas, por exemplo, a visualização. 
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           Por exemplo, em (ALVES, 2016), observamos uma ação investigativa desenvolvida 

num curso de Matemática, na disciplina de Variável Complexa, em que se estudam funções 

na Variável Complexa. Em sua pesquisa, o referido autor notou que seus alunos apresentam 

dificuldades em compreender a disciplina abordada, ou seja, não obtiveram o mesmo sucesso 

quando se depararam com a Transição das funções na Variável Real para a Variável 

Complexa, visto que, esse processo é abordado por ele, como sendo, Transição Complexa do 

Cálculo-TCC, que é recorrente na mudança do espaço unidimensional para o bidimensional. 

Desse modo, (ALVES, 2016), aponta alguns entraves atinentes a esse processo de mudança, 

por exemplo, a dificuldade na interpretação geométrica. 

           Assim, o objetivo do estudo de (ALVES, 2016) foi propor uma alternativa 

metodológica para abordar as séries de potências, mais especificamente, a série de Laurent. 

Nesse processo, o mesmo se ateve ao uso do software GeoGebra, pois segundo ele, tal recurso 

promove a transposição didática, que consiste em uma readaptação do ensino acadêmico para 

o saber escolar, apoiada na visualização, que contribuirá para o despertar de um raciocínio 

tácito e intuitivo. Com isso, ele menciona que a exposição apenas de forma analítica do 

assunto abordado poderá implicar e condicionar a elaboração de tarefas que tornam 

predominante a algebrização e a aplicação automática e pouco refletida de certos conceitos e 

teoremas fundamentais nesta área de estudo. Logo, isso nos induz a pensarmos que as 

mudanças atinentes ao processo que envolve as dimensões, só serão visíveis por meio das 

representações gráfico-geométricas. 

           Os sujeitos da pesquisa eram cinco estudantes do sétimo semestre do curso vespertino 

de Licenciatura em Matemática, no IFCE, que já haviam cursado a disciplina que envolve o 

tópico de séries de potências em Variável Real. 

           O autor, em sua pesquisa, abordou duas maneiras de trabalhar a série de Laurent. Num 

primeiro momento retratou a forma standard usada nos compêndios especializados, ou seja, 

métodos que enfatizam apenas o caráter algorítmico. Em seguida, percebendo as lacunas 

existentes oriundas dessa abordagem, propõe uma alternativa oposta a mencionada 

anteriormente, que é a inspeção do GeoGebra como forma do sujeito manipulá-lo e, desse 

modo, possibilitar a compreensão do processo de convergência/divergência que envolve as 

séries de potências. 

           Com isso, (ALVES, 2016, p.16) conclui que: 

 

A inspeção da tecnologia é uma ferramenta que pode promover um cenário 

de aprendizagem diferenciado, visto que o mesmo possibilita uma 
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transposição didática de certas disciplinas de cunho abstrato, como é o caso 

da Análise Complexa, no sentido de promover o despertar de uma 

característica cognitiva atinente ao ser humano, a visualização. 

 

            Como já havíamos mencionado, há escassez de estudos científicos empíricos no 

Brasil, no que concerne ao ensino de Análise Complexa ï AC. Essa afirmação decorre de 

pesquisas realizadas no banco de teses da capes, cujas palavras-chave eram: ensino de Análise 

Complexa, série de Laurent, não obtendo muitos resultados referentes a essa temática. Por 

outro lado, quando referenciamos uma literatura produzida no exterior, podemos falar de 

Pesquisa em Educação Matemática no campo da Análise Complexa (DANENHOWER, 

2000). Neste sentido, buscamos assinalar a perspectiva e os resultados abordados em estudos 

desenvolvidos em outros países, que discutiremos a seguir, por exemplo, (DANENHOWER, 

2000; LIEBO, 2011; PRAGUE, ZOLTAN & NYIREGYHAZA, 2004; TIROSH & ALMOG, 

1989).  

            Na tese de (DANENHOWER, 2000) foi desenvolvida uma investigação cujo interesse 

envolveu os padrões de ensino e aprendizagem em turmas cursando a disciplina de Análise 

Complexa, na Universidade de Columbia. Neste trabalho, acompanhou o estudo de duas 

classes, da mencionada universidade, com o foco na transmissão didática da noção de 

multirepresentação
2
 de números complexos. (DANENHOWER, 2000) comenta que a: 

       

Análise complexa é bastante rica em conceitos. Tanto difícil e relativamente 

natural de certos conteúdos em diante. Conjecturamos que as dificuldades 

relativas aos conceitos, pode nos habilitar a incluir os estudantes em um rico 

repertório de conceitos. [...] Desde que, os conceitos em Análise Complexa, 

envolvem conceitos do Cálculo, Álgebra, Geometria e Topologia, esperamos 

possuir inúmeras oportunidades de estudar como os estudantes sintetizam 

conceitos de diferentes ramos da Matemática.  

 

      Os entraves indicados por (DANENHOWER, 2000) são evidentes. Ora, do ponto de 

vista epistemológico, os aprendizes se deparam com um cenário de aprendizagem que lhes 

exigem conhecimentos em Cálculo de uma variável e de Várias Variáveis, Álgebra, 

Geometria e Topologia. O próximo fenômeno não imediato e que, frequentemente ocorre por 

intermédio da superação de barreiras e especialização de atividades cognitivas, refere-se ao 

processo cognitivo de síntese, referenciado há pouco por (DANENHOWER, 2000). 

      .  

                                                           
2
 Diversas formas de representar um número na variável complexa. 
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     A abordagem dos conceitos discutida por (DANENHOWER, 2000) envolve um 

modelo representacional. Por exemplo, uma lição standard, envolvendo números complexos, 

supõe o conhecimento das operações de soma e produto entre números complexos, bem 

como, o uso de representações do tipoz x iy= + . (DANENHOWER, 2000, p.9) comenta que: 

ño objetivo principal dessas li»es poderia ser auxiliar os estudantes na constru«o, em suas 

mentes, das noções de adição e multiplicação de n¼meros complexosò. Um pouco mais 

adiante, este autor, apresenta uma ila«o question§vel, ao declarar que ñcertamente, a 

complexidade da representação mental correspondente dependerá da profundidade de sua 

apresenta«oò.  

      Ora, apesar de constituir nosso foco de discussão, sabemos que a manipulação de um 

modelo matemático estrutural não garante, de modo imediato, a detenção de um significado e 

sentido para o mesmo. Os resquícios e malefícios do movimento da Matemática Moderna 

(KLINE, 1976) estão aí para corroborar nossa posição. (DANENHOWER, 2000) continua sua 

discussão, quando indica a representação ( )( )a ib c id+ +  que ® ñpensada como um problema 

de multiplicação entre números reais, com a regra adicional
2 1i =-ò.  

      (DANENHOWER, 2000, p.14) afirma que ño modelo de representa«o em 

Matemática é a via pela qual os estudantes aperfeiçoam representações mentais matemáticas 

apresentadas em termos de modelos e imagens que se mostram ·bvias para o expertò. Por 

exemplo, na Figura 2 seguinte, divisamos a descrição de imagens, elaboradas por um 

matemático profissional, no sentido de transmitir/significar determinados conceitos e 

processos matemáticos. No lado esquerdo, notamos a tentativa de descrição de um processo 

dinâmico, por intermédio de simbolismos estáticos, enquanto que, no lado direito, 

percebemos diagramas que descrevem as relações de domínio e contradomínio, vinculados a 

funções na Variável Complexa.  

Figura 2- Representações mentais de um expert 

 
Fonte: (LINS NETO, 2015). 
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      Assim, tendo em vista que os desenhos do lado direito expressam um nível elevado de 

conceitualização matemática (ALVES, 2012), uma não adequada evolução do entendimento 

dos conceitos discutidos por (DANENHOWER, 2000), por exemplo, deverá comprometer sua 

evolução, ao decurso do estudo da teoria.  

     Na descrição da revisão da literatura, (DANENHOWER, 2000) assinala que, no rol dos 

estudos consultados, identificou-se a escassez de trabalhos com o foco semelhante ao seu, 

ademais, quantidade pequena de referências com o tema voltado ao ensino de Variável 

Complexa. Na discussão de trabalhos relativamente relacionados com seu interesse, assinala o 

interesse dos investigadores na identificação de entraves recorrentes dos estudantes, no que 

concerne a determinados conceitos espec²ficos. Neste sentido, assinala que ña defini«o de 

limite n«o envolve uma constru«o a partir de conceitos j§ familiares aos estudantesò 

(DANENHOWER, 2000, p. 49). 

      (PRAGUE, ZOLTAN E NYIREGYHAZA, 2004) desenvolvem um estudo que tem 

por objetivo abordar a eficácia do método de coloração para visualizar funções complexas. Os 

autores expõem uma nova abordagem para a apresentação em zoom de tempo real de funções 

na variável complexa. Esses detalhes didáticos e técnicos, segundo os autores, possibilitam 

uma ampla visão geral para este tema: Visualização no Plano Complexo, que é importante na 

matemática, em que se trata em obter uma compreensão mais concreta pelo computador, em 

que os autores denotam por visualização. 

           A problemática dos autores partiu da necessidade em analisar a maioria dos 

professores, que não utilizam em sala de aula, computadores para a visualização de certos 

conceitos matemáticos, e como consequência, os seus alunos podem apresentar certas 

abstrações em compreender, de modo mais profundo, tais propriedades que envolvem esse 

universo matemático, pois os mesmos ficam restritos ao carater algébrico e estruturante que 

envolve esses conceitos. 

          Segundo os autores, o método adotado nesse estudo possibilita a visualização de 

conceitos que envolvem a área da Análise Complexa, por exemplo, os números complexos 

que consistem em compreender/visualizar representações proporcionadas pelo computador, 

em que tornam-se inexequiveis usando apenas o uso da lousa e do giz.  

           Este estudo teve por experiências, estudantes na Universidade de Szeged, em abril de 

2004. Este grupo (20 pessoas) consistia, principalmente de estudantes não motivados em 

estudar a referida disciplina, pois seus docentes não inseriam nas aulas o auxílio de 

alternativas metodológicas, por exemplo, o computador. 
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           Desse modo, os autores introduzem um método, neste artigo, que pode ser útil para 

ensinar Análise Complexa para iniciantes. Tal trabalho mostra que os argumentos estéticos 

são suficientes para dar boas recomendações ao utilizar coloração no domínio, usando a roda 

de cores, podendo assimilar o conhecimento matemático em perspectiva, isto é, 

proporcionando a visualização em tempo real. 

            O estudo de (TIROSH & ALMOG, 1989) buscou identificar os entraves relativamente 

ao entendimento dos estudantes, no contexto de progresso no estudo dos números reais para 

os números complexos. Sua incursão investigativa se ateve a dois questionamentos básicos 

que se referiram: (i) ao grau de aceitação dos estudantes relativamente aos números 

complexos; (ii) a extensão e aplicabilidade de propriedades no conjunto dos números reais e 

números complexos. Sua investigação ocorreu em três escolas secundárias em Israel, com 

setenta e oito estudantes de primeiro grau, de nivel médio, com foco na aprendizagem atinente 

ao processo de transição dos números reais para os números complexos. Como forma de 

examinar as percepções dos alunos com relação aos números complexos, os autores utilizaram 

como instrumentos pós-teste e questionários. 

Este estudo apontou duas principais dificuldades que os alunos enfrentam quando 

progredem de número real para números complexos. Segundo os autores (TIROSH & 

ALMOG, 1989, p. 226) ños alunos apresentam relutância em aceitar números complexos 

como números e, uma tendência a atribuir de forma incorreta para os números complexos a 

relação de ordem, o mesmo que vale para n¼meros reaisò. Portanto, os alunos t°m dificuldade 

em assimilar números imaginários e complexos em seu esquema de número.  

Os autores referidos também sugerem maneiras de ajudar os alunos a superar esses 

entraves, por exemplo, com a extensão do sistema de número, ou seja, começando com os 

números naturais e, progredindo, a partir de números inteiros, racionais e números reais, até 

chegar aos números complexos. 

Temos também a dissertação de (LIEBO, 2011), que parte de uma motivação sobre a 

relevância da geração de imagens e suas relações com um conjunto de equações 

características de um campo de processo de sinais, filtros e a Transformada de Fourier. Ora, 

apesar de seu interesse não se direcionar ao âmbito do ensino/aprendizagem, suas 

considerações nos fornecem profícuos ensinamentos. De fato, ao discutir a relevância do seu 

relato no contexto do ensino, (LIEBO, 2011, p. 2), menciona que ños professores poderiam 

usar o software na sala de aula para visualizar conteúdos de aprendizagem, enquanto que, os 

estudantes poderiam usá-lo em caso, revisitando as lições e como auxílio para um 
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entendimento das tarefasò. Ou seja, (LIEBO, 2011), não desconsidera as implicações para o 

ensino e a aprendizagem, no que concerne a visualização de funções na variável complexa. 

Pouco mais adiante, (LIEBO, 2011, p. 4) menciona três classes de modelos para a 

visualização de funções na variável complexa. Dentre eles, destacam-se: óóaplicações isoladas, 

aplicações na web em páginas e, por fim, o uso de programas não especializados em funções 

na variável complexaôô. Na Figura 3 que segue, (LIEBO, 2011), exemplifica o uso de 

determinados softwares, não especializados para a visualização de funções na variável 

complexa, mas que admitem profícuas aplicações. Das considerações e conclusões deste 

autor, após discutir e abordar um extenso repertório de softwares e programas, destacamos o 

fato de inexistência de um único programa capaz de resolver todo e qualquer problema em 

AC, tendo em vista a exploração do caráter visual dos conceitos.  

 

Figura 3- Categorias de softwares usados para a visualização de funções de Variável Complexa. 

 
Fonte. (LIEBO, 2011). 

 

 Apesar de não discutir um conceito específico em AC, tendo em vista seu ensino, 

(LIEBO, 2011) desenvolve um procedimento investigativo que culmina com a descrição do 

modelo computacional para descrever funções na variável complexa. Com efeito, na Figura 4 

que segue, compreendemos o percurso seguido pelo autor, tendo em vista a exploração de seu 

componente visual. 
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Figura 4- Percurso investigativo para funções de variável complexa. 

 
Fonte: (LIEBO, 2011). 

 

A despeito da sua preocupação com o componente visual no ambito do ensino, na 

finalização de seu estudo, (LIEBO, 2011, p. 61) acentua que: 

 

Também os conceitos empregados na tecnologia de realidade aumentada 

pode integrar objetos virtuais em ambientes de objetos reais, com propósitos 

educacionais, que discutimos no nosso contexto. Especialmente, quando 

múltiplos usuários partilham a realidade aumentada os benefícios da criação 

combinados com os meios naturais de comunicação humana podem se 

prestar aos cenários de ensino e aprendizagem.  

 

Do excerto anterior, extraímos as implicações pedagógicas do uso da visualização de 

objetos conceituais da AC, tendo em vista o ensino e a aprendizagem.  

Desse modo, podemos concluir por meio da revisão bibliográfica realizada 

anteriormente, que o ensino e aprendizagem de alguns tópicos da Análise Complexa e a 

abordagem dos conceitos estudados, ocorrem a partir de sua definição formal, ou seja, de 

métodos que enfatizam apenas o caráter algebrismo, visto que, tendem a proporcionar aos 

alunos algumas dificuldades em termos de compreensão. Analisamos que os pesquisadores 

insistem na importância de trabalhar métodos que promovam a compreensão concreta de 

alguns tópicos atinentes a Análise Complexa. 

Destacamos ainda, com respeito à revisão bibliográfica, que os autores utilizam o 

aparato da tecnologia, como via para facilitar o processo de visualização relacionado às 

interpretações geométricas, atinente a temática abordada, visto que o ambiente 

lápis/papel/giz/lousa, promove algumas barreiras para o processo de aprendizagem e, desse 

modo, a tecnologia aparece como suporte de ensino. 

Na seção seguinte, apresentaremos uma perspectiva sistemática que busca identificar 

os elementos que podem atuar de forma positiva e outros que podem atuar como entraves no 
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referido contexto de transição. Desse modo, semelhante ao caso da TINC (ALVES, 2011), 

acentuaremos algumas ideias encontradas na Transição Complexa do Cálculo ï TCC 

(ALVES. 2015; 2016). 

 

1.2 Transição Complexa do Cálculo e a Visualização 

 

           No estudo em Análise Complexa ï AC, recorrentemente, nos deparamos com o 

elevado grau de abstracionismo e a mudança, em muitos casos considerável, de significação 

de determinados conceitos e processos matemáticos. Basta observar, por exemplo, nas Figuras 

a seguir, os processos matemáticos de limite, diferenciação e integração na Variável 

Complexa. 

           Na Figura 4 a seguir, por exemplo, temos as notações sobre o estudo analítico da 

definição de limite, desde a Variável Real até a Variável Complexa. 

 

Figura 4- Quadro sistemático-simbólico de mudanças relacionadas com a noção de limite no contexto da TCC. 

 
Fonte: (AUTORA, 2015). 

 

 Na Figura 5 a seguir, divisamos as mudanças notacionais e acentuamos também, as 

alterações operacionais e conceituais, exigidas pela alteração progressiva do sistema 

notacional, envolvendo a ideia de limite, para compreensão da definição de derivada, desde a 

Variável Real, até ao trato da Variável Complexa.  
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Figura 5- Quadro sistemático-simbólico de mudanças relacionadas com a noção de derivabilidade no contexto 

da TCC. 

 
Fonte: (AUTORA, 2015). 

 

           Na Figura 6 a seguir, divisamos as mudanças notacionais e acentuamos também, as 

alterações operacionais e conceituais, exigidas pela alteração progressiva do sistema 

notacional, envolvendo a compreensão da definição de integral, desde a Variável Real, até ao 

trato da Variável Complexa.  

  

Figura 6- Quadro sistemático-simbólico de mudanças relacionadas com a noção de integração no contexto da 

TCC. 

 
Fonte: (AUTORA, 2015). 

 

               Ora, acerca das ideias atribuídas a essas figuras anteriormente apresentadas, podemos 

inferir que a simples mudança da Variável Real para a Variável Complexa proporciona ao 
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estudante um quadro de injunção que estabelece uma diversidade de links conceituais. Por 

exemplo, sabemos que o símbolo matemático 
0

0

(x) ( )n

n

n

S a x x
¤

=

= -ä , onde na IRÍ  e x IRÍ  é 

a vari§vel, representa uma s®rie de pot°ncias na Vari§vel Real. ñNa Vari§vel Complexa, a 

situação é semelhante, de modo que a série de potência é uma série infinita indicada por 

0

0

( ) (z )n

n

n

S z a z
¤

=

= -ä ò (SHOKRANIAN, 2009, p. 229). Temos ent«o que uma interpreta«o 

açodada da afirmação do autor pode transmitir que são poucas as mudanças conceituais em 

questão. Por exemplo, uma função na Variável Complexa, podemos usualmente denotar da 

seguinte maneira:  

( ) ( ) ( ) Re( ( )) Im( ( ))w f z u z iv z f z f z= = + = +  

para indicar a parte real e a parte imaginária de uma função. (NEEDHAM, 2000, p. 56) 

explica que ñobteremos um ganho de consider§vel insight relativo a uma função f  pelo 

desenho de figuras mostrando seu efeito sobre pontos, curvas e formas. Todavia, seria muito 

bom se pudéssemos obter o comportamento simultâneo de f  para todos os valores de zò. 

           Sabemos que, um dos métodos para se analisar o gráfico de uma função ( )f x , na 

variável real, consiste em inspecionarmos, por exemplo, o comportamento de uma curva, no 

plano 2IR , para todos os valores de ( )x Dom fÍ . Ou ainda, nos determos ao estudo dos 

pares ordenados 2( , ( ))x f x IRÍ . Não obstante, quando nos atemos ao estudo de funções na 

Variável Complexa z , tal abordagem não é mais praticável, uma vez que, para compreender o 

comportamento do par ( , ( ))z f z  ñprecisamos de quatro dimensões. Duas para z x iy= +  e 

duas que correspondem ( )f z u iv= +ò (NEEDHAM, 2000, p. 56). Este autor adverte ainda 

que embora necessitemos de um espaço de quatro dimensões ( )4IR  para descrever o conjunto 

dos pontos ( , , , ) ( , ( ))x y u v z f z= , o ñgr§fico, ele pr·prio ® bidimensional, significando que 

apenas dois números reais são necess§rios para identificar cada ponto nele presente.ò 

(NEEDHAM, 2000, p. 56). 

           Ora, (NEEDHAM, 2000) aponta claramente este e outros entraves no estudo de AC, 

quando negligenciamos as possibilidades e potencialidades da tecnologia, com vistas à 

exploração do componente visual e perceptual. Neste sentido, mostrar-se-à que, com a 

exploração dos softwares GeoGebra e do CAS Maple, conseguimos descrever, do ponto de 

vista gráfico-geométrico, o comportamento de f , para todos os valores de ᾀ ɴ ᴇ. 
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           De modo recorrente, (NEEDHAM, 2000) sugere o uso do computador com vistas à 

expansão da compreensão dos fenômenos matemáticos registrados no contexto da AC. 

Negligenciar o estágio atual da tecnologia e suas potencialidades, possivelmente, permite 

relegar ¨s tarefas de cunho intelectivo dos estudantes ñao uso recorrente de algebrismos e um 

emprego restrito e pouco refletido de propriedades formaisò (ALVES, 2011, p. 123). 

           Na Figura 7 que se segue, enfatizamos um modo de vislumbrar certos gráficos de 

funções do tipo ( )w f z= . Neste sentido, ña imagem ( )f z  de um ponto z  pode ser descrito 

por meio de sua distância ( )f z , a partir da origem, e do ângulo arg[ ( )]f z  formado com o 

eixo Ox.ò (NEEDHAM, 2000, p. 56-57). O autor exemplifica sua abordagem, por exemplo, 

no caso das funções ( )f z z=  e 2( )f z z= . Nos casos abaixo, observamos o comportamento 

das superfícies no 3IR  determinadas por z  e 
2

z , respectivamente. 

 

Figura 7- Método proposto por Needham para visualização de gráficos de funções de Variável Complexa  

 
Fonte: (NEEDHAM, 2000). 

            

            Posto isso, o processo da Transição Complexa do Cálculo, envolve um repertório de 

mudanças conceituais, com respeito a mudanças de variáveis (Real para a Complexa). Esse 

processo para o expert, além de natural e imediato, se torna mais atrativo, pois permite a 

exploração de certas noções de modo mais geral e estruturante. Por outro lado, do ponto de 

vista do aluno (o aprendiz), esse processo pode envolver uma série de barreiras e entraves ao 

entendimento e, dessa maneira, dificultar sua evolução no contato com uma Matemática de 

cunho mais avançado.  

            Diante do contexto exposto, buscamos demarcar certas mudanças conceituais no 

ambiente de passagem da Variável Real para a Variável Complexa, que indicamos por 

IR C . Temos desta forma, cunhado em nossos escritos o termo Transição Complexa do 

Cálculo ï TCC (ALVES, 2014a; 2014b; 2015).  

Do ponto de vista conceitual e epistemológico, as mudanças são consideráveis no 

ambiente da TCC. Com efeito, as topologias que podemos definir em IR  e em ᴇ não são 
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idênticas. Ademais, diferentemente da unidimensionalidade da reta real que, condiciona o 

próprio estabelecimento para o significado de +¤ ou -¤, ñno plano ᴇ não está definido uma 

dire«oò (SHOKRANIAN, 2011, p. 96). De fato, em IR  podemos adquirir o entendimento do 

infinito como um número muito grande positivo ou muito pequeno negativo. Não obstante, no 

caso do plano complexo, necessitamos ainda na noção de plano complexo estendido ou esfera 

de Riemann (LINS NETO, 2012, p. 248) que pode envolver um processo matemático 

construtivo. Consequentemente, passamos a tratar o ñinfinitoò como um ponto ordin§rio. 

Neste contexto, por exemplo, não há sentido em empregar lim (z)
z

f L
+¤

=  ou lim (z)
z

f L
-¤

= .  

  Por outro lado, desde que assumimos uma posição concorde com a de (KRANTZ, 

1990), determinados tópicos, intrinsecamente complexos, se tornam passíveis de serem 

reinterpretados, na medida em que, exploramos uma linguagem geométrica adequada. 

Segundo (KRANTZ, 1990, p.5)  

 

A abordagem geométrica proporciona um novo caminho de perspectivar um 

assunto em variável complexa. Isto é a fonte tentadora de novas questões. 

Porém, proporciona também um vasto campo de poderosas e diversificadas 

armas que são aplicáveis em problemas tradicionais. Qualquer número de 

questões envolvendo aplicações e conformalidade, até certo ponto, se tornam 

compreensíveis por meio de uma linguagem geométrica. 

 

 

           Sendo assim, o autor (ALVES, 2014) desenvolve essa teoria, TCC, com o objetivo de 

amenizar as dificuldades encontrada pelos alunos nesse processo de transição, pois o mesmo 

pode envolver elementos que causam ruptura nesse processo, ou seja, fatores, elementos, 

aspectos de natureza variada, que desempenham um papel complicador e que, até o momento, 

ainda não receberam a atenção merecida. Por outro lado, a ideia dessa teoria, TCC, é 

indicarnos determinadas possibilidades de explorarmos a tecnologia, no sentido de 

evidenciar/distinguir/compreender o papel dessas categorias de fatores, ruptura e transição. 

Significa dizer que identificada as dificuldades que o aluno pode vim a desenvolver ao entrar 

em contato com esse processo de Transição, o autor (ALVES, 2014) desenvolve uma 

perspectiva de exploração da visualização de propriedades geométricas, com  o 

inspecionamento da tecnologia, em que acredita-se que essa incursão permite a compreensão 

desse processo de mudança e, com isso posibilitando o processo de transição pelo aluno, sem 

grandes complicações, tendo em vista, que a ideia dessa teoria é permitir que os conceitos 

trabalhados, possam ser abordados pela tecnologia, posibilitando o inspecionamento da 
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visualização para propriedades geométricas desses conceitos da AC.          

                A seguir, mediante a discussão ora realizada na presente seção, apresentaremos a 

justificativa do nosso estudo, em que acentuamos dois elementos que devem suscitar o nosso 

tema de investigação. O primeiro elemento, de natureza endógena, aponta as profundas 

alterações teórico-conceituais, na passagem da Variável Real para a Variável Complexa. E, o 

segundo elemento que, apesar de relativa restrição e pouca visibilidade, no âmbito do ensino, 

diz respeito ao discurso publicizado por investigadores e especialistas, dando conta dos 

problemas na área.  

 

1.3 Justificativa Do Tema De Pesquisa 

 

           A partir do levantamento bibliográfico indicado na seção anterior, sobretudo os 

elementos de ordem epistemológica e, ainda, por constituir-se um conteúdo regular e 

obrigatório em cursos de graduação (licenciatura ou bacharelado) em Matemática no Estado 

do Ceará, defendemos a relevância de investigações no âmbito do ensino de AC, sobretudo, o 

tipo de investigação que explora a tecnologia, com o escopo de descrever/proporcionar 

determinados cenários de aprendizagem diferenciados daqueles que se apóiam apenas nas 

propostas de livros de Variável Complexa. 

Constatamos, na revisão bibliográfica anterior, que em sua maior parte, o foco de 

interesse recai sobre a transmissão e aprendizagem de conceitos elementares no âmbito da 

AC. Ademais, com origem nas ideias de (NEEDHAM, 2000), perspectivamos elementos 

diferenciados e necessários para a abordagem e transmissão didática dos conteúdos de AC. 

Desse modo, a exploração da tecnologia se torna, imprescindível no sentido de 

perceber/identificar certos elementos.  

Ademais, a despeito do caráter compulsório de estudos dos conteúdos de AC na 

academia, afetados pela perspectiva comentada na seção anterior do TCC, apontamos 

problemas relacionados aos fenômenos de ensino e aprendizagem que exigem vigilância e 

uma apreciação pormenorizada e sistemática de investigação. 

Vale assinalar, ainda, que evitamos comentar/considerar nossas relações pessoais, 

individuais e subjetivas de envolvimento com o assunto, por se tratarem de elementos de 

ordem indistinguíveis num relato de natureza científica. Dessa forma, apresentaremos, de 

modo resumido, três elementos que confirmam a relevância e justificativa do 

desenvolvimento para o nosso trabalho, por meio da revisão bibliográfica, a saber:  
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- O caráter compulsório de estudos dos conteúdos de AC no locus acadêmico; 

- O período exigido de treinamento e contato com os estudantes (que pode durar anos); 

- O entraves de natureza variada indicados pela TINC e pelo TCC. 

Assim, a série de Laurent foi escolhida por se tratar da generalização estruturante da 

noção de sequências e séries, que possui um marco de contato inicial, praticamente, desde o 

CUV, passando pelo CVV e volta a se manifestar como objeto de estudo na AC, como 

acentua na figura 8 a seguir, (ALVES, 2016). 

Figura 8- Quadro que mostra o processo da transição real para a variável complexa 

 
Fonte: (ALVES, 2016). 

 
 

A seguir, realizamos uma abordagem sucinta que contém as ideias norteadoras do 

Capítulo 1 de nosso estudo. 

 

1.4 Delimitação Do Problema 

 

           Diante do nosso debruçamento sobre trabalhos/pesquisas, elaboramos a revisão 

bibliográfica. Por meio da mesma, podemos identificar a grande complexidade que a 

disciplina de Análise Complexa representa para os alunos, visto que a mesma envolve caráter 

de abstração, que dificulta o processo de aprendizagem dos estudantes. Outro resultado 

coletado é a não exploração geométrica dos conteúdos abordados nessa área, em que o 

método de ensino segue um modelo standard, que é consequência direta da abordagem feita 

pelos próprios compêndios especializados. 

           Em seguida, realizamos um estudo sobre o processo que envolve mudanças de 

variáveis, visto que foi um dos principais problemas apontados pelos autores no que 

concernem às barreiras existentes na aprendizagem do aluno. Desse modo, podemos dizer que 

os principais problemas encontrados são: 

- os autores de livros enfatizam o caráter algorítmico condicionado pela AC; 
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- a noção de existência matemática é admitida de modo automático pelos autores; 

- os aspectos topológicos locais, de aplicação da AC são desconsiderados; 

- a visualização e significação gráfico-geométrica das simbologias são negligenciadas. 

Com base nesses entraves, formulamos as seguintes hipóteses de trabalho que serão 

objetos de investigação empírica nesse estudo teórico. Entretanto, podem ser objetos de 

interesse em outros estudos empíricos, envolvendo a mesma temática ou outro tópico no 

ensino da AC: 

     Hipótese 1: A mediação encontrada nos livros de VC não promove a visualização e o 

entendimento gráfico-geométrico (local) atinente à série de Laurent. 

           Hipótese 2: O uso do software GeoGebra permite a manifestação das categorias 

intuitivas, no contexto de ensino da série de Laurent.  

           Diante do cenário exposto e nesses entraves destacados, ressaltamos a necessidade em 

realizar um estudo, cujo objetivo envolvesse a identificação de modo empírico das categorias 

intuitivas, que iremos detalhar no Capítulo seguinte. No contexto de resolução de situações 

didáticas que envolvem a série de Laurent, amparadas pelo software GeoGebra, enfatizamos 

que não elaboremos um tópico específico para o GeoGebra, pela existência de inúmeros 

trabalhos que já apontam a relevância desse software no contexto do ensino e na 

aprendizagem de conteúdos específicos da Matemática. 

           E para concluir a seção, elegemos os objetivos de interesse, como já foi mencionado 

anteriormente, e justificando o tema de estudo. 

           A seguir, apresentaremos de modo detalhado, as teorias que nos auxiliará com o nosso 

fenômeno de interesse. Salientamos, de modo sucinto que o Capítulo 2 consiste em nosso 

quadro teórico, composto da TSD, metodologia de ensino responsável pela elaboração das 

situações didáticas, Categorias intuitivas, responsável pela interpretação dos dados recolhidos 

na fase de experimentação e, a ED, que consiste na metodologia de pesquisa responsável pela 

organização do ambiente que ocorrerá o desenvolvimento das situações didáticas. 
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CAPÍTULO 2 - REFERENCIAL TEÓRICO  

 

           Constatamos nas seções anteriores o papel da visualização com fins de um melhor 

entendimento para a compreensão do processo de transição, isto é, processo de mudanças das 

variáveis, lembrando que a teoria que nos autoriza a falar da visualização é o TCC (visto no 

Capítulo anterior). Tal capacidade ontológica exigirá uma apreciação de inúmeros aspectos. 

Assim manifestamos um interesse próximo ao de (ALVES, 2011), desenvolvido em sua tese. 

O autor trabalhou com uma perspectiva de complementaridade de certas teorias e interesse 

especial pela visualização e que, segundo (DUVAL, 1999), é uma atividade cognitiva 

intrinsecamente semiótica, diferente da visão que nos fornece um acesso direto ao objeto. 

 Diante desta perspectiva, neste Capítulo, vamos detalhar os principais tópicos das 

teorias que escolhemos para compor o referencial teórico dessa pesquisa, a saber: a Teoria das 

Situações Didáticas de (BROUSSEAU, 1986), a Teoria das Categorias do Raciocínio 

Intuitivo de (FISCHBEIN, 1987), em que optamos pela descrição e caracterização de sua 

natureza, e a ED, de (ARTIGUE, 1988), como metodologia de pesquisa. 

           Assim, assumimos a necessidade da visão de complementaridade das fundamentações 

de (BROUSSEAU, 1986) e (FISCHBEIN, 1987), com a intenção precípua de oferecer para 

nosso estudo, nas ocasiões de aplicação das sequências de ensino da Série de Laurent, uma 

maior complexidade, ou seja, como já havíamos mencionado, a TSD nos permitirá a 

elaboração das situações didáticas, em que nas suas fases previstas destacamos o papel da 

teoria de Fischbein, que consiste em identificar em cada momento didático qual tipo de 

raciocínio intuitivo está sendo manifestado. Desse modo, nossa primeira discussão diz 

respeito à metodologia de ensino escolhida, TSD, que vem sendo discutida e utilizada em 

vários trabalhos da vertente francesa, que é caracterizada por um esquema experimental de 

situações didáticas que se desenvolvem no contexto sala de aula, sendo mediadas pelo 

docente. Apresentaremos também o detalhamento de suas fases, assim como, sua relação com 

o objeto de estudo. 

          Posto isso, elaboradas e aplicadas às situações didáticas, utilizaremos as categorias 

relacionadas ao raciocínio intuitivo, na visão de (FISCHBEIN, 1987) para interpretarmos os 

dados recolhidos na nossa experimentação. Antevemos que a respectiva teoria se mostra como 

um elemento que assumimos deter a possibilidade de evitar os problemas apontados no ensino 

da Análise Complexa. Atenuando os malefícios do pensamento algorítmico (OTTE, 1991).  
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           Por fim, detalharemos nossa metodologia de pesquisa, assim como sua adequação em 

nosso estudo. 

 

2.1 Teoria das Situações Didáticas - TSD 

 

 Na França, a Didática da Matemática conheceu grande desenvolvimento consistente e 

rápido. Neste sentido, no rol dos trabalhos fundantes dos anos 70, (MARGOLINAS, 2004, p. 

4) indica as contribuições de (DOUADY, 1995) e (BROUSSEAU, 1998). No que diz respeito 

ao surgimento de um novo paradigma que evolui com a contribuição desses e outros 

trabalhos, vale observar que ñeste paradigma surgiu da Matem§tica, nos interessam apenas os 

resultados envolvendo o contexto da Matemática, e não garantimos nenhuma passagem a 

outras disciplinas.ò (Idem, 2004, p. 4). 

 Todavia, antes de desenvolvermos uma argumentação sobre a metodologia de ensino, 

evidenciamos a defini«o recente da Did§tica da Matem§tica: ñ... a Did§tica da Matem§tica ® 

a ciência de estudo e de auxílio de questões matem§ticas.ò. (BOSCH & CHEVALARD, 1999, 

apud, MARGOLINAS, 2004, p. 5). Um marco histórico pontuado por (MARGOLINAS, 

2004, p. 13), diz respeito aos estudos desenvolvidos por (BROUSSEAU, 1986), nos anos 70. 

Tal perspectiva inseriu, de maneira irreversível, uma perspectiva experimental para a Didática 

da Matemática. Neste sentido, a autora acrescenta ainda que uma das originalidades do 

paradigma francófono de pesquisa em Did§tica da Matem§tica ® ña tomada com seriedade de 

situações fundamentais, e não apenas a progressão (supostamente melhor) dos alunos.ò. Este 

ponto de vista ñtraz para a pesquisa as condi»es que permitem, em tese, de fazer evoluir os 

conhecimentos dos alunos, e n«o apenas as condi»es que melhoram as condi»es de ensino.ò 

(MARGOLINAS, 2004, p. 13). 

           Nos trabalhos do âmago da DM, colocaremos em evidência, neste escrito, os 

produzidos por BROUSSEAU (1986). Em sua tese de doutorado intitulada Théorisation des 

phénomènes d´enseignement de mathématiques (teorização de fenômenos de ensino da 

Matemática), o didata apresenta em sua tese a seguinte afirmação fundamental: 

 

Para produzir, melhorar, reproduzir, descrever e compreender situações de 

ensino da Matemática se torna necessário e possível teorizar esta atividade 

de ensino como um objeto original de estudo e não somente como a simples 

conjunção de fatos teorizados unicamente por intermédio de domínios 

autônomos, como Pedagogia, a Sociologia, a Psicologia, a Matemática, a 

Lingüística e a Epistemologia.  



35 
 

 
 

 

 Temos então do excerto anterior, que o autor nos fornece a indicação de elementos 

essenciais à práxis do Professor de Matemática ï PM ao mencionar, no início de sua tese que 

® evidente que para se melhorar o ensino de Matem§tica, ® necess§rio ñpoder comparar, n«o 

apenas os resultados, mas também as condições nas quais eles foram obtidos e de modo que 

tais condi»es sejam reprodut²veis.ò. (BROUSSEAU, 1986, p. 3).  

 Ainda esclarece a possibilidade de reprodução no ensino de Matemática, quando 

acrescenta ainda que:  

 

Esta reprodutibilidade implica uma descrição, não ingênua, de todas as 

condições observadas, mas seletivas e que repousam sobre uma escolha 

pertinentes às variações possíveis de efeitos reconhecidos. A 

reprodutibilidade repousa, então, na compreensão dos fenômenos 

fundamentais, isto é do tecido de relações atestadas, constituindo a teoria e 

permitindo se escolher as condições de ensino, de explicar seus efeitos e de 

prevê-los. (BROUSSEAU, 1986, p. 3) 

 

 Com isso, o didata matemático manifesta uma especial atenção pela aprendizagem em 

Matemática. Neste sentido, sublinha determinados aspectos vinculados ao processo de 

ñaprendizagem por meio de adapta»esò. O didata reconhece o marco inicial demarcado por 

Piaget. Por outro lado, adverte que: 

 

A problemática da aprendizagem por adaptação impõe a pesquisarmos, em 

cada atividade proposta ao aluno, que provoque nesse aluno a criação de um 

conhecimento visado em termos de respostas e circunstâncias. É raramente 

possível de se obter, de modo súbito, nestas condições, um saber correto, 

preciso e definido. Ao contrário, tais circunstâncias são frequentemente, 

locais, particulares e, além disso, ligadas indevidamente, por circunstâncias 

escolhidas, à outros conhecimentos, ainda provisórios e incorretos. Devem, 

pois, evoluir, com fins a se inscrever num gênese visando um saber cultural 

correto.  

 

 Dessa forma, o autor busca descrever uma relação didática, habitualmente descrita de 

forma ternária, ou seja, o professor, o aluno e o saber matemático, que deve ocorrer de modo a 

possibilitar a adaptação de um saber, ou seja, provocando nos alunos as aprendizagens projetadas, 

colocando-as em situações apropriadas às quais o aluno responde, espontaneamente, por intermédio de 

adaptações.  

            Em sua tese intitulada Théorisation des phénomènes d´enseignement des 

mathématiques, (BROUSSEAU, 1986, p. 70) explica que uma estrutura matem§tica ñadquire 
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seu significado a partir da aplicação que lhe fazemos, na função que desempenha, na sua 

constituição com outras e, sobretudo, nos problemas que permite resolver.ò Assim, com base 

em tal perspectiva, do ponto de vista didático, o professor deve buscar a apresentação de um 

objeto matemático ou o entendimento de uma estrutura matemática, não apenas restrita à 

relevância e valor interno à própria Matemática, mas também, sua significância adquirida a 

partir das vivências que proporciona ao aprendiz, com origem num repertório amplo de 

situações problema que permite explorar.  

            Desse modo, diante do exposto sobre a teoria da TSD, salientamos o seu uso em nosso 

estudo, pois de acordo com o detalhamento realizado acima sobre a mesma, podemos 

compreender que diante do quadro de dificuldades existentes com a aprendizagem em 

Matemática, a respectiva teoria surge como suporte ao trabalho docente. Assim sua relação 

com o nosso objeto de estudo surge exatamente por sentir a necessidade de realizar uma 

prática alternativa de poder trabalhar com o nosso objeto matemático, tendo em vista a revisão 

bibliográfica que nos apontou sérios entraves no ensino da AC. Posto isso, usaremos a teoria 

das situações didáticas - TSD, (BROUSSEAU, 1986), em que analisamos o uso de tal proposta 

como metodologia de ensino, no que se refere ao processo de aprendizagem em Matemática, 

mais especificamente, de acordo com nosso interesse de investigação. Ou seja, por meio da 

TSD, instrumento de mediação didática, desenvolveremos atividades/situações-problema, que 

nos possibilitarão a identificação de modo empírico do raciocínio intuitivo, em que 

assumimos como objetivo geral de nossa investigação. 

           Note-se que procuramos adentrar na concepção e na elaboração das situações-

problema, elementos diferenciados, do próprio modelo standard abordado nos compêndios 

especializados, tais que possam promover o estímulo visual e a compreensão das simbologias 

que facilitam o processo que (ALVES, 2014), aborda em sua literatura como sendo, transição 

complexa do Cálculo-TCC. 

           A teoria das situações didáticas foi desenvolvida por (BROUSSEAU, 1986), em que o 

mesmo busca criar um modelo de interação entre o aluno, o saber e o milieu
3
 no qual a 

aprendizagem de conceitos matemáticos deve ocorrer. Para o autor:  

 

Um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo (se não 

determinado) por um conjunto de situações identificáveis (naturais ou 

didáticas) reprodutíveis, conduzindo frequentemente à modificação de um 

conjunto de comportamentos de alunos, modificação característica da 

                                                           
3
 Local ou meio que proporciona a interação do aluno e professor, com as situações didáticas. 
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aquisição de um determinado conjunto de conhecimentos (BROUSSEAU, 

1975, p.6, apud, ALMOULOUD, 2014, p.31).  

 

           Temos que, quando o aluno entra em contato com o milieu, e por meio do mesmo 

sugere adaptações/desequilíbrios, desse modo, essa ação, segundo o autor, resultará em um 

processo de aprendizagem, tendo em vista que as situações-problema que serão propostas aos 

alunos devem levá-los a pensar, refletir, agir, evoluir, visto que o aluno aprende por vontade 

própria aquém da vontade do professor ou da escola. Tal situação é caracterizada por 

(BROUSSEAU, 1998) como situação didática, em que, segundo o autor, é o momento em 

que: 

 

O professor elabora uma situação-problema para o aluno, e o mesmo aceita o 

desafio, e em particular se responsabilizando por sua aprendizagem, neste 

processo o professor recusa-se a intervir como aquele que propõe os 

conhecimentos que pretende fazer surgir. Desse modo o aluno tem em sua 

concepção que o problema foi escolhido para levá-lo a adquirir um 

conhecimento novo, mesmo não tendo a autonomia em resoluciona-lo de 

forma completa. (BROUSSEAU, 1998, p. 59, tradução nossa). 

 

 

            Em outras palavras, consiste em o aluno aceitar um problema, elaborado pelo 

professor, aceitando as consequências dessa transferência e agir sobre o mesmo, 

caracterizando por devolução. 

           Antes de descrevermos as fases da TSD, enfatizamos ao leitor que em nossos 

comentários temos inferido um tipo de raciocínio que o aluno pode vir a manifestar nas fases 

da TSD, mas salientamos que essa inferência é feita de acordo com a teoria das categorias 

intuitivas, que veremos logo adiante. Posto isso, vemos que as ideias que essas categorias 

intuitivas assumem se assemelham no caso da ocorrência nessas respectivas fases. 

           Assim sendo, (BROUSSEAU, 1986) caracteriza e distingue os momentos de ensino ou 

momentos didáticos: ação, formulação, validação e institucionalização da seguinte maneira: 

           i) Dialética da ação  

           Segundo (ALMOULOUD, 2014), a dialética da ação consiste em colocar o aprendiz 

numa situação de ação, ou seja, nesta etapa de ensino, o pesquisador-professor apresenta uma 

situação-problema, em que é necessário que a mesma faça sentido para que o aluno haja sobre 

a mesma, descrita para um grupo de alunos ou de modo individual, que recorrerá aos seus 

conhecimentos prévios, como forma de atacar ao problema. Nesta fase, sem a intervenção 

direta do professor, o aluno irá criar um conjunto de conjecturas, em que ele pode melhorar ou 
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simplesmente abandonar, caso não apresente a condição de êxito na solução do problema. Na 

figura 12 a seguir, temos as relações atinentes a essa fase de ação. 

 

Figura 9- Representação dos elementos envolvidos na fase da ação. 

 

                                                              Informação 

              

            

                                                                   Ação 

Fonte: (AUTORA, 2016). 

 

            Comentários: Um exemplo de situação de ação manifestada pelo sujeito, em nosso 

trabalho, consiste em o aluno ler a situação-problema, extrair informações que diz respeito à 

escolha de regiões anelares no plano complexo, em que as séries converge/diverge. Desse 

modo, os discentes se sustentarão com o apoio computacional, do software GeoGebra, que 

permite explorar a percepção e a visualização por parte dos alunoss. Ademais, a intuição que 

possui a maior probabilidade de ocorrência nessa fase, é a intuição afirmativa.  

           ii) Situação de formulação 

           Segundo (ALMOULOUD, 2014), essa fase é destinada a discussões, também 

identificada por troca de informações, em que há uma relação de aperfeiçoamento entre 

professor-aluno-saber, em que o sujeito irá apresentar suas estratégias utilizadas para a 

solução do problema. Também serão aprimoradas pelo professor, sendo que o mesmo alerta 

sobre a possibilidade de estratégias exitosas ou não; nesse processo o emissor pode expor ao 

receptor uma linguagem natural ou até mesmo matemática. Na figura 13 a seguir, a mesma 

aborda as relações nessa fase de formulação.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Situação-
problema 

Aprendiz 
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Figura 10- Representação dos elementos que envolvem na fase da formulação. 

Fonte: (AUTORA, 2016). 

 

           Comentários: Nesta fase de ensino, proporcionamos uma abordagem das situações-

problema, de modo que, o aluno realizará a descrição analítica do problema envolvido, ou 

seja, por meio de cálculos algébricos. Desse modo, o aluno analisará a região anelar em que a 

série converge/diverge, com predominância de simbologias formais. Nesse momento didático, 

a probabilidade de ocorrência do raciocínio intuitivo é a intuição antecipatória.  

           iii) Situação de validação 

           (BROUSSEAU, 1998) afirma que os momentos de ação e formulação necessitam, após 

o processo da criação de conjecturas, passar por uma análise de correção empírica, como 

forma de assegurar a pertinência, a adequação de tal conhecimento. Dessa forma, em 

consequência das fases anteriores, o sujeito não será mais um informante, mas sim, um 

proponente, enquanto que o receptor será agora um oponente, em que apresentará 

argumentações à medida que não condizer com suas expectativas. Dessa forma, segundo 

(ALMOULOUD, 2014), essa fase consiste na apresentação e organização de 

esquemas/modelos que visem à solução final do problema. Nesta ocasião, os alunos estarão 

organizados, seja em grupos ou de modo individual, em que devem expor as estratégias 

utilizadas, usando uma linguagem formal/matemática, de modo que a exposição de suas 

soluções possa conduzir aos objetivos solicitados e convencer os demais, professor ou os 

outros grupos de alunos, que suas argumentações possuem veracidade.  

           Comentários: Nessa fase o aluno irá confrontar as representações geométricas que ele 

obteve na fase da ação, ou seja, por meio do componente visual, ele pode determinar as 

regiões em que a série converge/diverge e, em seguida, irá comparar com a resolução 

analítica. Sendo assim, ele compreenderá que ambas as estratégias utilizadas o conduz a 

mesma solução, mas é interessante enfatizarmos que no tocar ao auxílio computacional, o 

Situação 

emissor 

mensagem 

receptor 

informação 
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aluno desenvolverá um entendimento tácito e intuitivo, diferente do que é proporcionado pelo 

trato algébrico. 

Desse modo, percebemos que toda a descrição mencionada anteriormente condiz com 

as fases dialéticas ou situações didáticas, em que o professor transfere parte de sua 

responsabilidade ao aluno, como forma do mesmo obter uma aprendizagem baseada na 

simples mediação docente, isto é, fazendo uso de conhecimentos prévios. Com isso, espera-se 

que o aluno possa não apenas adaptar esse momento como uma simples mudança na 

transmissão didática, mas que compreenda seu objetivo em termos de evolução do saber 

cientifico. Logo após toda a produção elaborada pelo aluno, o professor retoma sua 

responsabilidade caracterizando esse momento como institucionalização. 

iv) Situação de institucionalização 

(BROUSSEAU, 1986) percebe que após o conhecimento ser validado pelo aluno, é 

dever do professor retornar todo o saber produzido. Com isso, (ALMOULOUD, 2014) 

menciona que essa fase consiste em homologar um saber científico, ou seja, após ele ter sido 

construído e validado, o mesmo passa a ser considerado patrimônio cultural do saber 

cientifico. Isto implica dizer que o novo conhecimento vai fazer parte do patrimônio da classe, 

embora não tenha ainda o estatuto de saber social.  

Por exemplo, em nossa experimentação, a institucionalização será o enunciado do 

teorema de Laurent. 

Desse modo, podemos compreender o caráter imprescindível da adoção de uma ação 

sistemática de mediação e transmissão em sala de aula do conteúdo proposto e discutido. Por 

esse motivo, trabalhamos com a TSD. 

A seguir, diante da preocupação didática com o objeto de estudo, série de Laurent, 

elaboramos situações didáticas mediadas pela TSD, discussão realizada anteriormente. Dessa 

maneira, como já havíamos mencionado o interesse de investigação, apresentaremos a 

descrição e a adequação da teoria, categorias intuitivas, em nosso estudo. Lembramos ao 

leitor que a mesma é a nossa teoria de análise dos dados recolhidos na experimentação. 

 

2.2 Categorias Intuitivas no Ensino de Variável Complexa 

 

           Por séculos, vários matemáticos buscaram uma prova para o 5º postulado de Euclides, 

pois ñApesar de parecer correto, não se mostra claramente evidente. O problema básico com 
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esse postulado ï não importando a forma pela qual é expresso ï é que admite, implícita ou 

explicitamente, a possibilidade de retas infinitasò (FISCHBEIN, 1987, p. 63). 

Observemos que o objeto de atenção desses matemáticos no passado foi apenas o 5º 

postulado de Euclides. Entretanto, sublinhamos que o caráter de evidência não pode ser uma 

qualidade intrínseca a esse objeto. Pois, se tal fato fosse verdadeiro, qualquer matemático (ou 

observador comum), ao contemplar e direcionar sua atenção, sua atividade intelectiva ao 

mesmo, desenvolveria, consequentemente, o mesmo sentimento (sensação), o qual detém um 

caráter privado, subjetivo, condicionado de modo idiossincrásico. Aquele jargão matemático, 

corriqueiramente repetido que diz: ñH§, ® f§cil ver!ò, poderia ser, pois, generalizado. 

Entretanto, na prática, não é bem isso que se pode concluir.  

Daí, depreendemos que o termo evidência não se refere a um fator qualitativo, 

particular e vinculado ao objeto. E sim, afirmamos originada de uma relação que se estabelece 

entre sujeito-objeto, num momento inicial, de modo tácito. Cabe assinalar, também, no 

excerto em destaque, que o termo correto é vinculado, de modo subliminar, a um determinado 

corpus teórico formal, que confere a determinada sentença proposicional, o caráter de 

credibilidade, consistência e elimina consideravelmente uma chance de dúvida.  

Posto isso, temos que o tipo de categoria intuitiva de conhecimento foi objeto de 

atenção e reflexão por parte de inúmeros filósofos, como assinala (FISCHBEIN, 1999). 

Dentre algumas das figuras emblemáticas, valem destacar, nomes como Leibniz, Descartes, 

Spinoza, Kant, Kline, Bergson e Bunge. No rol desses e outros pensadores, registramos a 

diversidade de significados atribuídos à faculdade ontológica cognitiva que nomeamos por 

intuição. ñFonte ¼ltima para determinadas verdades absolutasò (BUNGE, 1996, p. 34). Sendo 

vista como estratégia mental que permite alcançar a essência e a manifestação de um 

fenômeno. (OTTE, 1991, p. 281) explica que ña intui«o parece ser o oposto de rigoroso, ou 

de lógico, ou de formal. A lógica parece ser compreendida, enquanto que a intuição mostra-se 

indefin²vel.ò.     

Por fim, no rol dos significados que podemos registrar na literatura especializada, 

atribuídos à intuição, vale salientar que, no interior da esfera de práticas vinculadas a 

determinados saberes científicos, o que nomeamos por intuição recebe, por vezes, uma 

conotação que se contrapõem aos termos e pressupostos reconhecidos na Lógica (OTTE, 

1991). 

Posto isso, podemos compreender que a intuição é um forte elemento, que aparece 

muitas vezes como solucionador de problemas, apesar de que, nem sempre seu papel é 
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compreendido. Desse modo, assumindo o interesse de identificar categorias intuitivas, no 

decurso de nossa experimentação, iremos trabalhar com a teoria de (FISCHBEIN, 1987), 

como teoria de análise. Antes de detalharmos os respectivos raciocínios intuitivos, que 

assumimos como interesse em nosso estudo, vamos discutir um pouco sobre a natureza dessa 

teoria.  

A teoria de (FISCHBEIN, 1987), sobre categorias intuitivas, diz respeito ao papel e às 

fontes de explicação da natureza do conhecimento que obtemos por meio da faculdade 

psíquica que nomeamos de intuição. Com isso, assumimos interesse por essa teoria, pois nos 

auxiliará em nosso estudo, a interpretar os resultados previstos na resolução das situações 

didáticas, visto que, como já foi mencionada anteriormente, a adequação da classificação 

proposta por (FISCHBEIN, 1987) é oportuna, pelo fato de indicar fortes ligações com o 

processo solucionador de problemas. 

É importante destacar que segundo (FISCHBEIN, 1987), o tipo de raciocínio intuitivo 

que pode ser manifestado por um sujeito no contexto de resoluções de situações didáticas, 

envolve o caráter de maturidade e de experiência, por exemplo, a atividade de um expert (seja 

um matemático, físico, engenheiro, etc), urge distinguir formas de pensamento especializado, 

elevado e complexo. Por outro lado, temos o aluno que pode não vim a desenvolver uma 

ampla intuição, tendo em vista, sua própria experiência.  

            Todavia, antes de descrevermos as categorias intuitivas do nosso interesse de 

indagação, surge uma condição sine qua non, referente ao entendimento da natureza/função 

dos processos cognitivos, com base intuitiva. Para tanto, (FISCHBEIN, 1999) desenvolve um 

discurso mais detalhado no artigo intitulado Intuitions and Schemata of Mathematical 

Reasoning. Nesses escritos, encontramos a delineação do significado de algumas 

características que fazem parte dos raciocínios intuitivos que almejamos identificar em nosso 

estudo.  

Assim, (FISCHBEIN, 1987) explica que em tais raciocínios, podemos identificar: 

- cognições auto evidentes: significam que intuições são aceitas sem que o indivíduo 

manifeste a necessidade de uma checagem ou prova a posteriori; 

- convicção intrínseca: diz respeito a uma cognição (de natureza privada) intuitiva usualmente 

associada ao sentimento de certeza, convicção de segurança; 

- sentido coercitivo: que a intui«o manifesta um óefeito coercitivoô no sentido de afetar as 

estratégias de raciocínio do indivíduo e sua seleção de hipóteses e soluções. Isto significa que 



43 
 

 
 

o indivíduo tende a rejeitar/negar interpretações alternativas de outrem, as quais contrariem 

suas intuições privadas; 

Sem mais delongas, descreveremos os tipos de raciocínios intuitivos que pretendemos 

que sejam identificados, por meio da resolução de situações didáticas, pelos sujeitos de nosso 

estudo, assim como, as possibilidades de sua manifestação. Assinalamos, então as seguintes 

categorias intuitivas: intuições afirmativas, intuições conjecturais, intuições antecipatórias.  

Assim, Fischbein (1987) explica que: 

Intuições afirmativas, o elemento solução é implícito. São ñrepresenta»es ou 

interpretações de vários fatos aceitos como auto evidentes ou auto consistentes.ò 

(FISCHBEIN, 1987, p. 58). ñA generaliza«o surge de modo mais ou menos s¼bito, 

acompanhado de um sentimento de confiana.ò (FISCHBEIN, 1987, p. 59). Assim, somente 

ao ser questionado, o sujeito poderá verbalizar, explicar e detalhar o motivo da ocorrência de 

determinado feeling ou a impressão psicológica correspondente a uma propriedade 

matemática particular, ou seja, pode ocorrer o emprego de uma estratégia específica. Bem 

como, após o êxito ou o fracasso de um plano de execução, com vistas à solução, as intuições 

afirmativas tomam espao, mais uma vez, no sentido de fornecer o ñfeelingò que 

impulsionará, possivelmente, o solucionador na resolução do mesmo problema ou de um novo 

problema, com um nível mais sistematizado que o anterior. 

Comentários: como já havíamos abordado, proporemos situações didáticas, e no 

decorrer de cada fase da TSD, identificaremos qual tipo de raciocínio tem a maior 

probabilidade de ocorrência, por exemplo, com relação a esse tipo de raciocínio intuitivo, 

intuição afirmativa, esperamos que na dialética da ação o sujeito manifeste esse tipo de 

intuição, afirmativa, visto que a ação é a fase que o aluno entra inicialmente em contato com 

o objeto de estudo. Então, inferimos que nesse momento, de acordo com a perspectiva de 

(FISCHBEIN, 1987), o aluno crie suas conjecturas, formule algumas ideias, isso sem perceber 

a necessidade de uma prova formal, como define essa categoria intuitiva. 

           Intuições conjecturais que dizem respeito a determinadas declarações sobre eventos 

futuros, ou sobre o curso e a evolução de certo fenômeno. Tal conjectura é uma intuição 

quando associada a um elemento de natureza privada e subjetiva, ou seja, possuem elementos 

próximos da solução de modo explícito (identificável), todavia, não envolvidos diretamente 

no plano ou estratégia de efetiva solução.  

          Comentários: na sequência proposta na TSD, temos após a ação, a formulação, de 

modo que, o sujeito se debruçará, nessa etapa, para desenvolver suas conjecturas de modo 
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analítico, visto que na fase anterior, ele só utilizou a ferramenta GeoGebra, inspecionada pelo 

aspecto visual. Agora, ele mediado pela fase anterior, em que o mesmo apenas acreditava, ou 

seja, só mobilizava um sentimento de certeza; nessa dialética, ele perceberá a necessidade de 

mostrar que há uma resposta para as suas conjecturas. Posto isso, inferimos que a 

probabilidade de ocorrer nesse momento é a intuição conjectural, visto que, de acordo com 

Fischbein (1987), ele toma consciência do que deve ser realizado para chegar a solução, 

lembrando que apenas ele toma consciência, mas ainda nesse momento não encontrou a 

solução do problema. 

Intuições antecipatórias envolvem a resolução preliminar de um problema, que 

envolvem a manifestação da aceitação preliminar de determinado fato ou propriedade auto 

evidente. As intuições antecipatórias surgem como descobertas, como a solução de um 

problema, de modo tácito e repentino, consequência de um esforço de investigação indicativo 

de uma mudança de estágio cognitivo mais elevado.  

Em relação à classe de intuições antecipatórias, (FISCHBEIN, 1987, p. 63) acrescenta 

que ñexiste, de modo geral, certo grau de necessidade (n«o sentido de modo subjetivo) de 

controle analítico externo. A confrontação entre uma certeza intrínseca e uma demanda 

externa que impõe a verificação pode produzir situações psicológicas (às vezes conflitivas).ò. 

Diferentemente das classes de intuições anteriores, o locus de manifestação ou ocorrência das 

intuições antecipatórias é o contexto da resolução de um problema.  

Reparemos, todavia, que os dados de um problema específico podem ser ou não, 

determinantes em sua manifestação. Com efeito, as conclusões que seguem, com origem em 

momentos iluminatórios ï chamadas de intuições antecipatórias ï não são equivocadamente e 

especialmente condicionadas por dados de um problema particular. ñElas dependem de um 

maior grau pessoal de segurana, atitudes cognitivas est§veis.ò (FISCHBEIN, 1987, p. 64). 

Por fim, de modo sistemático, o autor propõe a descrição que mostramos na figura 11. 

Podemos falar agora de intuições no contexto da resolução de problemas. 

Comentários: percebe-se que na ação o aluno cria suas conjecturas, na formulação ele 

estabelece uma possível ideia de solução para o problema, e salientando ainda que nesses 

momentos os sujeitos criam em cada fase uma conclusão, mediada por seus raciocínios. 

Portanto, a próxima etapa é a validação, que consiste em o aluno apresentar de modo formal 

uma solução matemática para o problema, ou seja, por meio da confrontação do resultado 

obtido na ação e na formulação. Com isso, podemos inferir que o mesmo desenvolve uma 

intuição antecipatória, ou seja, o aluno já se encontra com a solução do problema. 
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Figura 11- Classificação proposta por Fischbein  

 
Fonte: (FISCHBEIN, 1987, p. 64). 

 

Por outro lado, a classificação/descrição de modo hierárquico, na acepção de 

(FISCHBEIN, 1987), permite extrair implicações e aplicações diferenciadas no contexto do 

ensino da Análise Complexa.  

           Realizando agora, um olhar pormenorizado sobre a complementariedade dessas duas 

teorias, podemos inferir que a TSD nos permite compreender o processo de interações sociais, 

que ocorrem dentro do contexto da sala de aula e, desse modo, essa metodologia de ensino 

nos possibilita a apropriação do conhecimento matemático de forma mais propícia, com isso 

possibilitando novas adaptações ao processo de aprendizagem. Por outro lado, a teoria das 

categorias intuitivas nos possibilita compreender de modo mais cognitivo os tipos de 

manifestações desenvolvidos pelos alunos.  

Sendo assim, para que possamos organizar o meio, os tipos de instrumentos que 

utilizaremos para recolher os dados de nosso estudo, e como fazer uso de tais ferramentas, 

apresentaremos ao leitor a metodologia de pesquisa na qual será utilizada, a Engenharia 

Didática-ED, em que se descrevem os momentos atinentes a cada fase dessa teoria, assim 

como, o que pretendemos em cada momento, ressaltando a complementaridade que a TSD 

possui com essa metodologia. Isto porque, segundo, (ARTIGUE, 1988), como a TSD está 

voltada a um campo experimental, podem ser trabalhadas juntas, tendo que a TSD servirá de 

base a ED, em que ambas estão preocupadas em construir uma teoria que possa mediar as 

situações envolvidas. 
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2.3 Metodologia de Pesquisa - Engenharia Didática 

 

            Segundo (ARTIGUE, 1996), a Engenharia Didática vista como metodologia de 

pesquisa, é caracterizada por um esquema experimental no contexto de sala de aula, que se 

desenvolve por meio de situações didáticas, que são baseadas na observação, na concepção, 

na realização e na análise de sequências de ensino. Lembramos que (ARTIGUE, 1996, p. 243) 

relata que:  

 
A noção de Engenharia Didática emergiu em Didática da Matemática no 

início dos anos 1980. E trata-se de classificar por este termo uma forma de 

trabalho didático; comparável ao do engenheiro que, para realizar um projeto 

preciso, se apóia sobre um conjunto de conhecimentos científicos do seu 

domínio, aceita se submeter a um controle do tipo científico, mas, ao mesmo 

tempo, se encontra obrigado a trabalhar sobre objetos mais complexos do 

que os objetos depurados pela ciência e, assim se debruça praticamente, com 

todos os meios pelos quais ele dispõe mesmo os problemas ainda não 

considerados pela ciência. (tradução nossa). 

 

           A autora ainda enfatiza sobre a organização da Engenharia Didática, em termos de 

variáveis didáticas envolvidas (ARTIGUE, 1988, p. 286) explica que: 

 
                                       [...] de acordo com a importância assumida, no decorrer da realização 

didática envolvida na pesquisa, a ED se distingue em dois momentos ou dois 

níveis: a micro-engenharia e a macro-engenharia, a primeira corresponde em 

analisar aspectos locais, e desse modo são mais fáceis de ser analisada, já a 

segunda é baseada em uma análise global, em que envolve toda uma maior 

complexidade decorrente em situações em sala de aula, isto é; levam em 

consideração todas as dificuldades metodológicas e institucionais que se 

apresenta como entraves. (tradução nossa). 

 

           Temos que, por se tratar de uma particularidade local, nosso estudo se estrutura em 

aspectos predominantes de uma micro-engenharia, cujo interesse se direciona particularmente 

aos dados recolhidos na experimentação das sequências de ensino sobre a série de Laurent, 

desenvolvidas em sala de aula. 

           Segundo a autora, a ED se caracteriza também, em relação a outros tipos de 

metodologias com respeito a seu caráter de experimentação, ou seja, uma de suas principais 

características reside no fato de que para validar as hipóteses levantadas, basta confrontar os 

dados entre as análises a priori e a análise a posteriori. 

          De modo resumido, a Engenharia Didática se divide em quatro fases distintas que 

detalharemos a seguir, assim como, o que iremos realizar em cada momento. 

          Fase 1 ï Análises preliminares. 
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           (ARTIGUE, 1996, p. 249) explica que ñem uma pesquisa de Engenharia Did§tica a 

fase de concepção se efetua ao se apoiar sobre um quadro teórico didático geral e sobre os 

conhecimentos didáticos adquiridos em certo domínio de estudo.ò Posto isso, destacaremos a 

relação desse momento em nosso estudo. 

           Comentários: com respeito a essa fase, realizamos no Capítulo 3 uma consulta nos 

livros de AC, com foco na série de Laurent, pois nosso objetivo é compreender o sistema de 

ensino, como os autores abordam tal conteúdo, para que assim possamos entender as 

dificuldades que remetem ao ensino desse objeto matemático, e através desse estudo, nos 

propormos a elaborar as situações com base nesses entraves indicados nessa fase. Por isso, 

salientamos a importância da realização dessa fase em nosso estudo, pois afinal, é de extrema 

necessidade que todo pesquisador saiba quais os principais problemas que envolvem seu 

objeto de estudo. 

            Ainda nessa fase, iremos realizar algumas situações para que possamos compreender 

quais conhecimentos prévios o aluno traz consigo, momento esse chamado por (ARTIGUE, 

1988) de concepções dos alunos. Esse momento é importante também, pois nos ajuda a 

entender quais dificuldades marcam sua evolução para o processo que nomeamos por 

Transição Complexa do Cálculo (traços cognitivos dos sujeitos); salientamos que esse 

momento se encontra em anexo. 

           Fase 2 ï Análise a priori 
 

           Nesta fase, (ARTIGUE, 1996, p. 255) orienta que ño pesquisador toma a decisão de 

agir sobre certo número de variáveis do sistema ou variáveis de comandoò. As variáveis de 

comando são as pertinentes ao problema objetivado. Com uma preocupação operacional, ela 

distingue variáveis macro-didáticas e variáveis micro-didáticas. As primeiras concernem à 

organização global da engenharia, enquanto que as variáveis micro-didáticas ou locais 

concernem à organização local da engenharia, isto é, a organização de uma sequência didática 

(séance) ou de uma fase. (ARTIGUE, 1996, p. 258) explica que: 

 

O objetivo da análise a priori  é de determinar de que modo às escolhas das 

variáveis que assumimos como pertinentes, permitem controlar e prever os 

comportamentos dos estudantes e seu sentido. Para tanto, as hipóteses 

levantadas serão validadas por meio do confronto entre a análise a priori  e a 

posteriori. (tradução nossa). 

 

 

           Comentários: Nessa etapa, nos apoiamos sobre alguns elementos divisados e 

destacados na etapa de análise preliminar, ou seja, diante do quadro de entraves destacado na 
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fase anterior, realizaremos nessa fase o planejamento das situações didáticas que serão 

aplicadas na fase seguinte. Será detalhando ao leitor o que pretendemos em cada situação, o 

que o aluno pode vir a manifestar, de modo que, essa fase consiste em descrever as escolhas 

das variáveis didáticas e elaborar as situações didáticas em que iremos prever os possíveis 

comportamentos dos alunos, procurando mostrar de que forma a análise efetuada permite 

controlar o sentido desses comportamentos. 

           Fase 3 ï Experimentação. 

           Observe que na primeira fase, realizamos uma consulta nos livros de AC, identificando 

alguns problemas no ensino de AC. Em seguida, na segunda fase, realizamos o planejamento 

das situações didáticas que iremos aplicar, onde enfatizamos que o planejamento é efetuado 

mediante o quadro de problemas apontados na consulta dos livros de AC. Logo em seguida, 

feito todo esse preparatório teórico, podemos então partir para a terceira fase, a 

experimentação, que segundo (ARTIGUE, 1988) é uma fase clássica. Segundo 

(ALMOULOUD, 2014), esta fase consiste na aplicação da sequência didática tendo como 

pressupostos apresentar os objetivos e condições da realização da pesquisa, estabelecendo o 

contrato didático e registrando as observações feitas durante a experimentação. 

            Segundo (ARTIGUE, 1988), os dados que são recolhidos nesse momento de 

experimentação, são por vezes complementados por metodologias externas, tais como 

entrevistas (seja ela em grupos ou de modo individual), questionários, registros de imagens e 

produções realizadas pelos alunos, entre outros meios. Salientamos que esses serão os 

instrumentos que iremos utilizar para recolher os dados necessários para o nosso estudo. 

           Comentários: Nesta fase realizamos a observação dos alunos ao longo das aplicações 

das sequências de ensino estruturadas ao longo das fases didáticas proposta pela TSD 

ancoradas em uma perspectiva de complementaridade com a teoria de (FISCHBEIN, 1987), 

como já discutimos anteriormente a adequação dessas teorias. Sendo assim, para a realização 

sistemática dessa fase, utilizamos momentos distintos de uso das entrevistas semiestruturadas 

no decorrer das sessões de ensino dos conteúdos pela mediação da TSD. 

           Fase 4 ï Análise a posteriori e validação. 

 

           Segundo (ARTIGUE, 1988), essa fase consiste na interpretação dos dados (produção 

escrita, registro de imagens, verbalização dos sujeitos) produzidos pelos alunos, recolhidos no 

decorrer da experimentação. Os dados foram obtidos a partir da aplicação das tarefas 

estruturadas na perspectiva das fundamentações teóricas apresentadas anteriormente, em 

entrevistas semi-estruturadas, aplicadas de modo individual. 
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          Comentários: o objetivo dessa fase é confrontar as hipóteses que havíamos definido no 

ato do planejamento das situações didáticas e, após o recolhimento dos dados, interpretaremos 

para que possamos validar nosso estudo. 

           A seguir, no Capítulo 3, apresentaremos ao leitor o detalhamento das análises 

preliminares, é resultado da construção da gênese histórica do nosso objeto matemático, bem 

como a consulta realizada em alguns livros de AC, mais especificamente, a série de Laurent. 

O objetivo, como já foi mencionado de modo mais detalhado, é obter um suporte teórico para 

a elaboração das nossas situações didáticas.  
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CAPÍTULO 3  ï ANÁLISES PRELIMINARES  DA ENGENHARIA DIDÁTI CA 

 

Este Capítulo consiste da primeira fase prevista da engenharia didática. Nela 

realizaremos um estudo sobre a gênese histórica envolvendo a AC, mais especificamente, a 

série de Laurent. Essa abordagem tem como objetivo compreender a estrutura atual do ensino 

e seus efeitos, bem como, suas limitações para o uso didático. Realizamos também, uma 

consulta de livros didáticos de AC sobre a série de Laurent, em que tencionamos verificar a 

abordagem que esses autores trazem a respeito do nosso objeto matemático.  

Iniciamos, a seguir, fazendo uma abordagem histórica da AC. 

 

3.1 Um Olhar Para o Contexto Histórico da Análise Complexa 

 

 Com origem no trecho indicado a seguir por (BOTAZZINNI, 1986), divisamos o 

estádio de evolução da disciplina de AC. Dentre os insignes matemáticos indicados por este 

autor, encontramos o nome de Pierre Laurent. Vale acrescentar, todavia, que a nomenclatura 

atual, que encontramos nos compêndios especializados, relativamente ao termo funções 

holomorfas, foi introduzida por Briot and Bouquet (1875), e ainda continua sendo usado 

hodiernamente (BOTAZZINNI, 1986, p. 162). 

 

Cauchy, conjuntamente com matemáticos, tais como Liouville, Laurent, Puiseux e 

Hermite, coloboraram no momento de efervescência da pesquisa que, rapidamente 

partiu de noções instrumentais e heurísticas, envolvendo o uso das unidades 

imaginárias, para a formação de uma teoria completa sobre funções holomorfas. 

(BOTAZZINNI, 1986, p. 162) 

 

 Entretanto, cabe o entendimento de elementos importantes que constituíram o estádio 

de nascedouro da AC. Neste sentido, observamos a figura 12 a seguir, que traz um primeiro 

manuscrito que envolve a ideia de representação geométrica de unidades imaginárias. Em 

1806, em Genebra, Jean Robert Argand publicava um método para representação de tais 

unidades (GULLBERG, 1997). Ineditismo se caracterizou pela publicação, de modo 

independente, dos trabalhos de Wessel e Argand. Entretanto, o termo ñn¼mero complexo 

planoò foi utilizado apenas depois, por Carl Friederich Gauss. (MERKER, 1999, p. 1) acentua 

que o surgimento dos números complexos, na Itália, no século XV, ocorreu por intermédio de 

um milagre, quando da resolução de equações algébricas. 
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Figura 12- Publicação de Jean Robert Argand em 1806. 

 
Fonte: (GULLBERG,1997, p. 88). 

 

 Na figura 12, observamos no lado direito, uma representação sugerida pelo próprio 

Gauss, publicada num livro da editora francesa Gauthier Villards. As ideias de Argand, com o 

tempo, produziram influência em vários outros campos da Matemática. (GULLBERG, 1997) 

recorda o caso do Cálculo Vetorial e das ideias em Mecânica. Na figura 16 a seguir, trazemos 

a capa da obra produzida por John Warrren, em 1828, intitulada Treatise of Geometric 

Representation of the Square Roots of Negative Numbers, o qual serviu de inspiração para o 

matemático irlandês, John Warrren. 

 

Figura 13- Trabalho de John Warren, em 1828, inspirado nos trabalhos de J. R. Argand.  

 
Fonte: (GULLBERG,1997, p. 600). 

 

 

           Em estreita ligação com a Análise Infinitesimal, a análise circunstancial de funções na 

variável real concentrou-se nos séculos XVII e XVIII, em relação a certas funções 
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elementares (MERKER, 1999, p. 1). O matemático Leonhard Euler foi o responsável pela 

primeira sistematização de, em sua obra intitulada Introduction à L´Analyse des Infiniment 

Petit.  

  Do ponto de vista histórico, o que hoje chamamos de Análise Complexa na Academia, 

apresenta seus rudimentos em 1545, com abordagem de Cardano. Conhecemos bem a história 

envolvendo o trato pouco preciso com entidades conceituais simbolizadas por 2 21+ - , por 

exemplo. Por outro lado, (NEEDHAM, 2000, p. 2) acrescenta que Leibniz, em 1702, 

descreveu o símbolo i  como sendo a raíz quadrada de 1- . 

  Até o ano de 1770, matemáticos como Euler, grafaram o seguinte resultado 

2 3 6- - =  (BOTTAZZINI, 1976). Dessa maneira, a questão relativa ao significado de 

um número complexo permaneceu, por muito tempo, incomodando os matemáticos da época. 

Um pouco mais tarde, ñno s®culo XVIII, Wessel, Argand e Gauss reconheceram que um 

número complexo forneceria uma representação simples, concreta como pontos (ou vetores) 

no planoò (NEEDHAM, 2000, p. 2). Nesse sentido, a figura 14 a seguir, apresenta tais 

representações. 

 

Figura 14- Cauchy defini números imaginários em seu livro Cours d´Analyise, em 1821. 

 
Fonte: (GRAY, 2015, p. 63) 

  

           Com relação a figura 17, (GRAY, 2015, p. 63) afirma que Cauchy em seus livros 

Cours d´Analyise, de 1821, definiu um número imaginário como 1a b+ - , onde ,a b são 

quantidades reais. Por®m, assumindo que tais quantidades n«o possuem significado, ñele 

desenvolveu cerca de 55 páginas para definir operações aritméticas e, sobre elas, estabelecer 

suas propriedadesò (GRAY, 2015, p. 63).  
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 A existência de controvérsias evidenciadas por Cauchy e as armadilhas naturais em 

qualquer teoria ingênua à abordagem formal. Com efeito, ñn«o era suficiente substituir 

números Reais por números Complexos, ou Variáveis Reais pela Variável Complexa, em 

fórmulas, quando se fazia necess§rioò (GRAY, 2015, p. 63). Mas, ainda, se mostrou 

necess§rio, com o tempo, ñuma compreens«o particular envolvendo e permitindo a passagem 

da função ( )f x  para a função ( )f x iy+ . Evidentemente, este não era o único problema 

colocado em nível geral, simplesmente, escrevemos ( ) f(x, y) f(x) i g(y)f x iy+ = = + Ö, onde a 

função ( )g y  é arbitráriaò (GRAY, 2015, p, 63). 

 Ainda, de algum modo no caminho sedutor de investigação, existia uma única resposta 

correta para a maior parte das funções conhecidas, tais como as funções exponenciais e 

trigonométricas. Todavia, no contexto da passagem para a Variável Complexa, as 

propriedades se mostraram radicalmente diferentes. 

 Dessa forma, (GRAY, 2015, p. 63 ï 64) comenta que:  

 

Cauchy procedeu cuidadosamente. Ele definiu conceitos na variável imaginária e 

limite imaginário, introduziu símbolos especiais ()()  para denotar qualquer valor 

assumido por funções multi-valores. Para certas funções definidas por séries de 

potências, ele concluiu ser suficiente a substituição da variável real x pela variável 

complexa x iy+ , porém, não sem um grande e cuidadoso trabalho. Ele definiu, 

primeiramente, funções de valores imaginários na variável real, e ampliou certos 

teoremas já demonstrados no Cours d´analyse. Cauchy demonstrou que a série 

geométrica com termos imaginários é convergente quando 1z< , pela 

consideração de pares de séries reais e, acentuou que sua soma correspondia a uma 

fun«o cont²nua de ózô num dado intervalo [...] Cauchy forneceu a extens«o de seu 

teste de convergência e demonstrou o teorema binomial para o caso complexo, até o 

momento em que questões relacionadas com funções multi-valores foram 

confrontadas. Ele respondeu algumas das questões e descreveu uma série de 

expansões em séries de potências.  

 

 Apesar de extenso, o trecho anterior envolve algumas ideias que preservamos atenção 

especial no decorrer do estudo. Primeiro, segundo as considerações de Gray, vale registrar as 

manifestações de incongruências lógicas e falácias, num terreno teórico em construção e 

pouco dominado à época de Cauchy. E segundo, o pensamento natural e sedutor que 

influenciou, em trechos do seu trabalho, o pensamento envolvendo a passagem da variável 

real para a variável complexa que, em muitos exemplos, se mostrou problemático. 

 Em relação a tal pensamento, (GRAY, 2015, p. 64) acentua ainda que ñCauchy n«o 

estendeu seu procedimento por simples analogia para qualquer função ( )f x representada por 

uma série de potências convergente, tomando em consideração a função ( 1 )f x y+ -  e, por 
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intermédio da série imaginária correspondente (no caso em que contasse com a 

converg°ncia)ò. Por outro lado, permaneceu obscuro em seu trabalho, algumas dessas 

passagens, e o dilema de como definir e fundamentar um estudo de funções gerais imaginárias 

na variável imaginária, exigiram ainda algumas décadas de estudo.  

 BOTAZZINNI (1986, p. 162) comenta ainda que ñuma das primeiras contribui»es ao 

estudo da teoria das funções foi devida ao engenheiro Pierre A. Laurent (1813 ï 1854), que se 

inspirou no trabalho de Cauchy sobre o cálculo de limites e expansão em sériesò. Em 1843, 

Laurent apresentou à Academia um paper sobre a representação em séries, relativamente a 

uma função holomorfa, num interior de um anel. Isto é, numa região limitada por dois 

círculos concêntricos, em torno do ponto c , a série é generalizada de certa maneira, de modo 

que aparecem potências negativas da variável complexa do tipo( )iz c- .  

(BOTAZZINNI, 1986, p. 162) assinala ainda que ñem seu relatório para a Academia, 

Cauchy inicialmente recordou seu próprio teorema sobre o assunto e, então, enunciou o 

teorema de Laurent, da seguinte formaôô: 

 

Se designarmos óxô como sendo real ou vari§vel imagin§ria, ent«o uma 

fun«o real ou imagin§ria de óxô pode ser expressa pela soma de duas ordens, 

em termos de séries convergentes. Sendo uma das séries integrais de 

potencias crescentes de óxô e outra decrescente de óxô. Na medida em que o 

m·dulo de óxô assume valores entre os dois limites, aonde a fun«o ou sua 

derivada permanece finita e contínua. (CAUCHY, 1843, apud, 

BOTAZZINNI, 1986). 

 

 

 (BOTAZZINNI, 1986, p. 163) acentua que ñde fato, por interm®dio da generaliza«o 

do teorema de Cauchy, Laurent mostrou que se uma função (z) f(x iy)f = +  for holomorfa, 

numa região anelar, de centro c, será representável de forma única, por meio de uma série 

indicada por (z c)ija
+¤

-¤

-ä ò. (BOTAZZINNI, 1986) comenta que o próprio Cauchy admitiu que 

ña extens«o fornecida pelo teorema da converg°ncia da série, devida ao senhor Laurent 

aparece de modo bem argumentadoò. Num manuscrito de Cauchy, a fórmula proposta por 

Laurent, surge numa obra intitulada Exercices de Mathematiques, em 1826.  

           Ademais, o mesmo resultado pode ser imediatamente derivado, a partir do teorema da 

integral, na região anelar, que aparece ainda em outra publicação de Cauchy, no ano de 1884, 

na obra intitulada Exercices d´Analyse. Botazzinni (1986, p. 163) ressalta o argumento 

imediato que conduz à fórmula de Laurent, expressa por  
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1
(c) ( )

2

if f c re d
p

q

p
q

p -
= +ñ

, 

para uma função com quantidade finita de descontinuidades, juntamente com sua derivada, 

numa região anelar.  

          Merker (1999, p. 1) explica que: 

 

A Análise Complexa foi contemporânea da constituição do conceito abstrato de 

função numérica e que suscitou a invenção de variedades diferenciáveis ou 

superfícies de Riemann associadas a funções multiformes. Através da História, a 

busca pela fundamentação, que surge ao mesmo tempo em que a mesma se livra das 

ligações iniciais provisórias e concretas, que concorrem para transformá-la numa 

teoria abstrata, que constitui ao mesmo tempo, sistema e análise.  

 

E, um pouco mais adiante, escreve ainda que: 

 

Os sistemas fundamentais que concorrem aos fundamentos das Ciências exatas são 

consubstanciados por meio de grandes manuais antigos, envolvendo sistemas 

conceptuais, e de razões que determinam novos meios de exposição que, em muitos 

casos, podem ser reduzidos a determinadas contradições e improbalidades, que se 

revelam nos modos de exposição dos modelos anteriores. É, portanto, a análise de 

diversas ligações entre os conceitos matemáticos e na fecundidade recíproco entre 

Análise e Geometria que se torna necessário buscar a fonte do desenvolvimento da 

Análise Complexa.  

  

           Ora, alguns matemáticos enfatizaram os cuidados na relativa passagem da Variável 

Real para a Variável Complexa. Por exemplo, (GRAY, 2015, p. 60) recorda que a obra 

Mémoire, de Cauchy, era dividida em duas partes. A primeira, justamente intitulada por ñThe 

equations that authorise the passagem from the real to the imaginaryò (as equações que 

permitem a passagem do real para o imaginário).  

Gray (2015, p. 60) menciona a equação a seguir: 

( ) ( )
y y

f y f y
x z

z x

µ µè ø è ø
µ µé ù é ùµ µê ú ê ú=
µ µ

 

De acordo com Cauchy, pode ser diretamente verificada ñpor uma simples 

diferencia«oò. Segundo Gray, Cauchy considerou as equações ( , ) 1 ( , )y M x z N x z= + - , 

( ) ' 1 ''f y P P= + -  e, por intermédio de 

( ) ( )
y y

f y f y
x z

z x

µ µè ø è ø
µ µé ù é ùµ µê ú ê ú=
µ µ

, obteve
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,
S U T V

z x z x

µ µ µ µ
= =

µ µ µ µ
, onde ' ''

M N
S P P

x x

µ µ
= -

µ µ
, ' ''

M N
U P P

z x

µ µ
= -

µ µ
, ' ''

N M
T P P

x x

µ µ
= -

µ µ
, 

' ''
N M

V P P
z z

µ µ
= +

µ µ
.  

De acordo com Cauchy, nada mais precisa ser feito, excetuando-se como as equações 

,
S U T V

z x z x

µ µ µ µ
= =

µ µ µ µ
 podem ser usadas. No caso particular, Cauchy tomou 

(x,z) x,N(x,z) zM = = para concluir a seguinte igualdade 
' ''P P

x z

µ µ
=

µ µ
 e 

' ''P P

z x

µ µ
=-

µ µ
. Ora, 

temos aqui as equações de Cauchy-Riemann, escritas pela primeira vez por d´Alembert em 

seu celebrado estudo Essai d´une nouvelle théorie de la résistence des fluides (1752).  

Com isso, encerramos uma incursão que nos permitiu um entendimento da evolução 

de alguns tópicos da AC. Sua relevância se revela, na medida em que indicam obstáculos 

enfrentados pelos matemáticos profissionais no passado, que podem vir a ser revelados e 

proporcionar entraves aos estudantes, bem como, para o professor. Não obstante, essa 

abordagem histórica, realizada anteriormente, podemos compreender que são fortes os traços 

analíticos existentes para representar a teoria da AC, assim como, alguns tópicos dessa área, 

por exemplo, série de Laurent. Desse modo, extraímos com origem da discussão anterior, a 

necessidade de uma abordagem geométrica no sentido de proporcionar/apoiar o feeling dos 

matemáticos que trabalhavam nos fundamentos desta teoria.  

Dessa forma, seguindo os pressupostos assumidos nas análises preliminares, prevista 

pela ED, passaremos a desenvolver um interesse por sua abordagem nos compêndios atuais. A 

seguir, por meio de consultas em alguns livros didáticos, compreenderemos como os autores 

abordam nosso objeto matemático. 

 

3.2 Estudo Didático Do Objeto Matemático Em Livros Didáticos 

 

Nessa seção, seguindo a sistematização prevista por uma ED, tendo em vista um 

melhor entendimento do ensino atual do conteúdo de nosso interesse, apresentamos uma 

consulta de livros didáticos, afetada pela perspectiva de (ALVES, 2011), no que concerne ao 

estudo e identificação dos elementos de transição e elementos de ruptura, todavia no contexto 

da TCC.  

3.2.1 Escolhas e Justificativas Para Uma consulta de Livros didáticos 
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Segundo (ALMOULOUD, 2014) assinala que, no interior da consideração da 

organização didática do conteúdo matemático de interesse, identificamos a consulta de livros 

didáticos. Em nosso caso, no extenso rol de compêndios da literatura pertinente, identificada 

no Brasil, podemos mencionar (ALMEIDA, 2003; CECÍLIA & BERNADEZ, 2008; 

SOARES, 2014; SHOKRANIAN, 2011) e no Exterior (ANDREESCU & ANDRICA, 2006; 

CONWAY, 1978; CURTISS, 1978; FLANIGAN, 1972; GONG, 2001; GREENE & 

KRANTZ, 2006; HANN, 1994; YAGLOM, 1068; NEEDHAM, 2000; OLARIU, 2002; 

POLYA & LATTA, 1974; SCHWERDTFEGER, 1979; SPIEGEL et all, 2009; WILDE, 

2006), assumimos interesse particular pelo seguinte conjunto de autores: SOARES (2014), 

LINS NETO (1993). A escolha desses compêndios se deve ao fato de serem os livros bases 

trabalhados no curso de licenciatura em Matemática, no IFCE, pelo docente da disciplina de 

Variável Complexa. 

 

3.2.2 Soares (2014) 

 

Para o início de nossas discussões, encontramos em (SOARES, 2014, p. 16) que 

explica a necessidade da demarcação de determinados conceitos topológicos necessários para 

o estudo do Cálculo de funções de uma Variável Complexa. Nesse sentido, menciona que 

ñesclarecemos que a abordagem apresentada aqui ® ing°nua e faz apelo ¨ intui«oò. O autor 

ainda sugere direcionar sua atenção para um leitor mais interessado e, nesse caso, 

acrescentamos aquele cujas predileções giram em torno dos aspectos formalizantes e 

estruturais, procurar outros manuscritos e indica os livros de Elon Lages Lima. 

 Seguindo o roteiro standard de descrição e formulação de definições, (SOARES, 

2014) formula os elementos básicos e preliminares de certas noções topológicas
4
, dentre as 

quais, destacamos: disco aberto de raio ὥ e centro 0z , indicando por 0( , )D z a , o conjunto 

formado pelos pontos ᾀ que satisfazem a condição ȿᾀ ᾀȿ ὥȢ Também, um Disco fechado 

de raio ὥ de centro 0z , indicado por 0( , )D z a , é o conjunto 0( , )D z a
 
formado pelos pontos ᾀ 

que satisfazem a condição: ȿᾀ ᾀȿ ὥȢ Pontos de fronteira do disco 0( , )D z a , denotados por 

0( , )D z aµ consiste precisamente dos pontos que estão à distância  ὥ de ᾀȢ Um Conjunto Ὗ é 

                                                           
4
  Refere-se a área de estudo voltado a estudar propriedades nos espaços topológicos e as funções 

contínuas. 
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dito ser aberto se quando for para qualquer ponto ᾀ Ὡά Ὗȟ é possível encontrar um real 

positivo ὥ tal que o disco de centro ᾀ e raio ὥ esteja inteiramente contido em Ὗ. Um 

Conjunto Ὗ é dito ser fechado quando o seu complementar é aberto. Um Conjunto Ὗ no plano 

é limitado quando existe um número positivo Ὑ tal que ȿᾀȿ Ὑ. Pontos de acumulação de um 

conjunto Ὗ ocorrem quando para qualquer que seja ὥ πȟ o disco Ὀᾀȟὥ contém pelo menos 

um ponto de Ὗ distinto de ᾀȢ 

 Ora, um elemento que se evidencia, diferentemente do Cálculo uma Variável - CUV, 

diz respeito ao aumento dimensional dos conceitos formulados, o que pode atuar como 

elemento de ruptura (ALVES, 2011). Dessa forma, um cuidado adicional é exigido, posto que 

ña habilidade de z  correr de modo livre no plano desencadeia em nós um grau de liberdade 

visual que permaneceu dormente tão prolongadamente quando nos restringimos à análise dos 

n¼meros reais em seu comportamento numa pris«o unidimensional.ò (NEEDHAM, 2000, p. 

377). 

 Não obstante, a despeito da perspectiva de (NEEDHAM, 2000), o trato dispensado por 

(SOARES, 2014), não produz nenhum indicativo das mudanças topológicas, tendo em vista a 

topologia da reta. Pouco mais adiante, na abordagem da noção de curva suave. O autor, 

explica que a aplicação ȡ ὐO ᴇ descreve um caminho suave, na medida em que sua derivada 

seja contínua em todos os pontos do intervalo J IRË .  

 Nesse caso, a descrição do caminho (t) (x(t), y(t)) ( ) ( )x t iy tg = = + , relatada por 

(SOARES, 2014, p. 17) o mesmo, emprega, de modo implícito, o isomorfismo entre o plano 

2IR  e o plano complexoᴇ, não explicado por tal autor. Reparemos, todavia, que a igualdade 

anterior evidencia uma identificação. Com efeito, (SOARES, 2014, p. 18) comenta que ña 

curva no plano ᴇ a qual, por abuso de linguagem, tamb®m chamaremos de caminhoò. Nesse 

caso, o argumento anterior envolve, também, outra espécie de identificação, todavia, seu 

arrimo se constitui a partir da linguagem própria da Matemática. 

 Soares (2014, p. 18) indica os seguintes limites: 

0
0

( ) ( )
'( ) lim

h
h

a h a
a

h

g g
g


>

+ -
=  e 

0
0

(b ) (b)
'(b) lim

h
h

h

h

g g
g


<

+ -
= , 

para designar as derivadas laterais nos extremos de um intervalo [ , ]a b . Assinalamos tal 

definição, pois, nelas ainda vemos expressa a necessidade de considerar um sentido e direção 

de aproximação, posto que, no CUV, os alunos tem se familiarizado com simbologias do tipo 

0 ,0+ -, o que podemos identificar nos limites acima, quando escrevemos, por exemplo, 
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0

( ) ( )
'( ) lim

h

a h a
a

h

g g
g

+

+ -
= . Isto é, a manutenção da simbologia no plano pode atuar como 

elemento de transição. 

 Em seguida, registramos, na figura 15, o expediente empregado por (SOARES, 2014, 

p. 20 ï 21), da noção de curva de Jordan, como sendo um caminho suave por partes, fechado 

e simples. Agora, enuncia-se de modo en passant, o resultado esperado pelo Teorema de 

Jordan, que prediz: uma curva de Jordan suave por partes g divide o plano 2IR  em 

exatamente dois abertos disjuntos, um deles limitado e o outro ilimitado, sendo g a fronteira 

comum desses dois abertos. E, acrescenta ñesse resultado, embora de f§cil intui«o, ® de 

demonstração nada trivial e trabalhosa e exemplifica a diferença entre desenho e 

Matem§ticaò.  

 

Figura 15- Representação de desenhos no plano a fim de significar a noção de curva de Jordan 

 
Fonte: (SOARES, 2014, p. 21). 

 

 (SOARES, 2014, p. 22) define um domínio, relativamente a um conjunto Ὗ ʟ ᴇȟ se for 

aberto e, dado dois pontos quaisquer nele, existe um caminho, suave por partes, inteiramente 

contido em U . (SOARES, 2014, p. 22) emprega termos metafóricos, quando explica que um 

domínio U  ® um conjunto aberto constitu²do de um ¼nico ñpedaoò.  

 Na introdução das noções de limite e continuidade, (SOARES, 2014, p. 22) esclarece: 

 

ñNessa seão, recordamos brevemente alguns conceitos do Cálculo, que 

dizem respeito a aplicações 
2:f A IR , onde A  é um subconjunto aberto 

do plano. No que segue vamos considerar tais aplicações em termos das 

vari§veis óxô e óyô, j§ que as propriedades que no interessam dizem respeito ¨ 

proximidade entre pontos do plano e, assim sendo, a estrutura complexa do 
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2IR  é irrelevante. Além disso, por simplicidade, vamos considerar apenas 

aplicações definidas em subconjuntos abertos do planoò. 

 

 (SOARES, 2014, p. 22) manifesta cuidado na introdução da noção de limite, na 

medida em que, recorre aos conceitos do CVV, para definir a noção de limite. Para tanto, 

estabelece que 
0 0( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )
x y x y

f x y a b


= , por meio notacional e por intermédio da formulação 

do modelo e d- . Tal abordagem pode atuar como elemento de transição metodológica, na 

medida em que, os estudantes reencontram notações estudadas numa etapa anterior. 

Entretanto, assinalamos as devidas considerações, semelhanças e dessemelhanças, na 

condição de definir o mesmo limite na variável complexa. Nesta seção, observamos que 

(SOARES, 2014, p. 22 ï 23) não faz nenhum apelo figural.  

 Com cuidado semelhante, (SOARES, 2014, p. 24) descreve as definições de derivadas 

parciais, em relação às variáveis x e y e, pouco mais adiante, traz para o leitor alguns 

pormenores sobre o teorema de Green. Todo esse aparato constitui uma preparação para o 

início da discussão de funções na variável complexa.  

Posto isso, esclarece:  

 

ñA no«o de fun«o complexa envolve naturalmente a consideração de 2 

variáveis reais. De fato, em linguagem corrente, uma função complexa de 

variável complexa z é uma correspondência f  que associa ao número z um 

único número complexo w , chamado a imagem de z por f , ( )w f z= ò. 

(SOARES, 2014, p. 34). 

 

 Pouco mais adiante, Soares assinala outra perspectiva de concebermos a função 

anterior, na medida em que, considerando 2( , )z x iy x y IR= + = Í, vemos que o par 

2(u(x, y),v(x, y)) u(x, y) iv(x, y) f(x, y) IRw= = + = Í. Por exemplo, quando tomamos a função 

( )f z z c= +, onde c a ib= + , o autor acentua que, tal expressão pode ser descrita ainda por 

( , ) ( , )f x y x a y b= + +. Ademais, vemos que ña estrutura multiplicativa que faz de 2IR o 

corpo ᴇ, ou seja, que torna ᴇ um espaço vetorial de dimensão 1 sobre si mesmo, reserva 

surpresas quanto à expressão das funções complexas em geralò. (SOARES, 2014, p. 34). 

 (SOARES, 2014) assinala a importância de perspectivarmos funções do tipo 

( ) ( ) ( )f z u z iv z= + , como funções em duas variáveis reais, do tipo 

2(x, y) (u(x, y),v(x, y)) IRf = Í  e, reciprocamente. Tal elemento, segundo apontado por 
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(ALVES, 2014), pode atuar como elemento de transição. (SOARES, 2014, p. 34) traz o 

seguinte exemplo ( ) Re( ) Im( ) ( ) 0f z z z x y x y i= - = - = - +. E, acentua que não conseguimos 

expressar a função anterior do tipo ( ) ( ) ( )f z u z iv z= +  ou, melhor dizendo, em termos da 

vari§vel complexa ózô. Ora, ñforosamente, a vari§vel z x iy= -  deve aparecer na expressão 

de f  e ficamos com:  

(x iy) x y
2 2

z z z z
f

i

+ -
+ = - = -. 

Isso vem do fato de que f  é uma função de ᴇ em si mesmo e ᴇ, como espaço vetorial sobre 

IR, tem dimens«o 2ò.  

 O argumento anterior, indicado por Soares, busca expressar que a aparição, em geral 

da variável z x iy= - , independentemente de z, como variável real, na expressão dessas 

fun»es. E, comunica ao leitor que ñnosso interesse primordial ® o estudo das fun»es 

complexas nas quais a variável z x iy= -  não intervém, isto é, que não depende de z x iy= - . 

Uma condição para que isto ocorra é dada pelas chamadas Condições de Cauchy-Riemannò 

(SOARES, 2014, p. 35). 

 Posto isso, assinalamos a preocupação didática de (SOARES, 2014, p. 35), na 

introdução da noção de limite e continuidade. Com efeito, o autor traduz a definição 

correspondente para funções em duas variáveis, para o caso da variável complexa. Dessa 

forma, estabelece um significado para o símbolo 
0

0lim ( )
z z

f z w


= . Ora, o expediente intuitivo, 

que apreciamos nos livros de CUV, pode ser constatado aqui, quando o autor declara que ñem 

linguagem corrente, isso quer dizer que 0( )f z w-  fica tão pequeno quanto se queira desde 

que z  esteja suficientemente próximo de 0z ò. Pouco mais adiante, assinala o seguinte 

elemento de transi«o ñas propriedades do limite de uma função complexa são similares as do 

limite de uma função real de uma variável real, pois tudo que necessitamos é a existência de 

uma distância e uma estrutura de corpoò (SOARES, 2014, p. 36). 

 E, pouco mais adiante, acentuando ao leitor a similaridade com o caso real, descreve 

as condições de continuidade de funções e adota a seguinte simbologia 
0

0lim ( ) ( )
z z

f z f z


= .                     

Pouco mais adiante, acentua que: 

Aqui começa a diferença entre aplicações 
2:f A IR  e funções 

complexas :f A . A razão disse está na estrutura multiplicativa de ᴇ, 

ausente em 
2IR . A derivada de uma função real de uma variável real no 
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ponto fixo 0x  é definida como o limite do quociente de Newton 

0

0
0

0

( ) ( )
lim '(x )
x x

f x f x
f

x x

-
=

-
. Sobre ᴇ esse quociente tem sentido, ao passo 

que sobre 
2IR  não, já que não podemos dividir vetores. 

 

 Logo na sequência, (SOARES, 2014, p. 38), ao considerar um aberto ὃ ʟ ᴇ e um ponto 

ᾀ ɴ ᴇ, e a função Ὢȡὃᴼᴇ uma função complexa. Se existir o limite 
0

0

0

(z) (z )
lim
z z

f f

z z

-

-
 esse 

será chamado à derivada de ( )f z  no ponto 0z AÍ  denotado por 0'(z )f . Aqui, registramos 

um esforço na abordagem de (SOARES, 2014), no sentido de relacionar, comparar e justificar 

semelhanças e dessemelhanças entre as duas respectivas definições de derivada das funções. 

  (SOARES, 2014, p. 39 - 40) aborda, como de costume, propriedades elementares 

relacionadas com a definição de derivação na variável complexa. Não obstante, discute as 

relações de compatibilidade de Cauchy-Riemann, com origem numa identificação dos 

números complexos da forma a bi+  com a seguinte matriz 
a b

b a

-å õ
æ ö
ç ÷

. Antes de 

prosseguirmos, cabe uma pequena digressão, com arrimo na perspectiva de (SOARES, 2014, 

p. 1). Com efeito, o autor evidencia o seguinte questionamento: 

 

O que é um número complexo? O adjetivo complexo é infeliz, herdado de 

épocas nas quais a abstração envolvida na compreensão desses números era 

elevada. Atualmente sabemos que o conceito de número real exige igual 

nível de abstração equivalente e, para exemplificar isso, começamos 

trabalhando a mais básica ilustração que se pode dar aos números 

complexos: a solução da equação 
2 1 0X + = ou, que dá no mesmo que 

2 1X =-. 

 

 (SOARES, 2014, p. 1) indica apenas duas saídas para a proposição das soluções da 

equação que mencionamos no excerto anterior. No primeiro caso, postulamos a existência de 

um n¼mero óiô que satisfaz 
2 1i =-. Mas, no segundo caso, faz apelo à linguagem da Álgebra 

Linear, escrevendo a condição:  

2 2 2 2

1 0

0 1
X X I³ ³

å õ
Ö =- =-æ ö

ç ÷
. 
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Ora, fazendo as contas, a solução pode ser indicada por 
0 1

1 0
i

-å õ
=æ ö
ç ÷

 e que, ñgeometricamente 

corresponde à rotação de um ângulo reto 
2

rad
på õ
æ ö
ç ÷

 no plano 2IR , no sentido anti-horárioò 

(SOARES, 2014, p. 2). 

 Não prologaremos nossa discussão em torno da abordagem matricial de (SOARES, 

2014, p. 2 ï 3). Todavia, acentuamos um importante questionamento: como podemos ver essa 

rotação 
0 1

1 0
i

-å õ
=æ ö
ç ÷

 como um número dentro de um conjunto que amplia o conjunto IR  dos 

reais? 

 Constatamos, apenas, que o autor consegue descrever e desenvolver uma série de 

propriedades matriciais que culmina na seguinte defini«o: um ñn¼meroò da forma aI bi+  é 

chamado de número complexo, com as seguintes operações bem definidas: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) i

a b c d a c b d
aI bi cI di a c I b d

b a d c b d a c

- - + - +å õ å õ å õ
+ + + = + = = + + +æ ö æ ö æ ö

+ +ç ÷ ç ÷ ç ÷
; 

(ad )
( ) ( ) ( ) (a ) i

a b c d ac bd bc
aI bi cI di ac bd I d bc

b a d c ad bc ac bd

- - - - +å õ å õ å õ
+ ³ + = Ö = = - + +æ ö æ ö æ ö

+ -ç ÷ ç ÷ ç ÷
. 

 Por fim, o argumento final de (SOARES, 2014, p. 4) consiste em constatar: 

 

Vimos que fazer corresponder ao número a IRÍ  a matriz diagonal 

0

0

a

a

å õ
æ ö
ç ÷

 não introduziu nenhuma modificação no que diz respeito à soma e 

ao produto. Por outro lado, com essa identificação 
2i i i I= Ö =- 

corresponde ao número real 1- . Logo, podemos simplesmente omitir o ñIò 

em aI bi+  e associar 
2i  a 1- , lembrando sempre da fórmula para soma e 

para o produto de números complexos. Com isso em mente escrevemos 

{ }|  a,b IRa ib= + Í  mas, como o produto é comutativo, temos bi ib=  e 

também podemos escrever um numero complexo a bi+  como a ib+ . 

Observe que somos levados naturalmente a colocar 1i= -. 

 

            Ora, feita a pequena digressão sobre a introdução preliminar dos complexos por 

Soares (2014), e sua descrição matricial, comentaremos as equações de Cauchy-Riemann 

discutidas por ele. Assim, tendo em vista a existência da derivada de uma função 

( ) u(x, y) iv(x, y)f z = + no ponto 0 0 0z x iy= + , então teremos 
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0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) e ( , ) ( , )

u v u v
x y x y x y x y

x y y x

µ µ µ µ
= =-

µ µ µ µ
. 

 Daí, (SOARES, 2014, p. 43) recorda a identificação do complexo a bi+  com uma 

matriz do tipo 
a b

b a

-å õ
æ ö
ç ÷

, argumentando em seguida que ñcomo f  é derivável em 

0 0 0z x iy= + , temos que, considerando f  como aplicação real, ela também é derivável em 

0 0( , )x y  com matriz jacobiana:  

0 0 0 0

0 0 0 0

( , ) ( , )

( , ) ( , )

u u
x y x y

x y

v v
x y x y

x y

µ µå õ
æ öµ µ
æ ö
µ µæ ö
æ öµ µç ÷

. 

Essa matriz representa então um complexo e, portanto, ® da forma acimaò. 

 Ainda no contexto das propriedades da derivabilidade de funções na variável 

complexa, Soares (2014, p. 43) enuncia o seguinte teorema. 

 Teorema: Seja Ὢȡὃᴼᴇ , em que ὃ ʟ ᴇ  aberto, (z) u(x, y) iv(x, y)f = + , uma função 

complexa tal que as derivadas parciais 
u

x

µ

µ
,

u

y

µ

µ
,

v

x

µ

µ
.

v

y

µ

µ
 existem em A e são contínuas no 

ponto 0 0 0z x iy A= + Í. Se as condições de Cauchy-Riemann são satisfeitas em 0z , então f  é 

derivável em 0z .  

            Não apresentaremos aqui sua demonstração. Entretanto, (SOARES, 2014, p. 40) 

proporciona ao leitor uma formulação alternativa das equações de Cauchy-Riemann, na 

medida em que observa 
2

z z
x

+
=  e 

2

z z
y

i

-
= . Logo, escrevendo 

(z) u(x, y) iv(x, y) u( , ) i v( , )
2 2 2 2

z z z z z z z z
f

i i

+ - + -
= + = + Ö . 

 Dando continuidade, no que concerne à holomorfia de funções, com arrimo da Regra 

de Cadeia, evidencia que 0( ) 0
f

z
z

µ
=

µ
 e, no caso de funções holomorfas, tendo em vista a 

existência da derivada em todos os pontos de seu domínio, acentua-se que ñisso esclarece a 

afirmativa feita no início desse capítulo, de que uma função é holomorfa quando não depende 

da variável zò. (SOARES, 2014, p. 47). 

 Pouco mais adiante, enuncia o teorema de Loomann-Menchof. 
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 Teorema: Sendo Ὢȡὃᴼᴇ , em que ὃ ʟ ᴇ  contínua e se as derivadas parciais de u e v 

existem e satisfazem as condições de Cauchy-Riemann em todos os pontos de A, então f  é 

holomorfa em A. Salientamos que podemos encontrar a demonstração desse teorema em 

Narasimhan (1985) 

           Dando continuidade, (SOARES, 2014) desenvolve uma abordagem standard de certas 

funções fundamentais em AC. 

 No capítulo 4, (SOARES, 2014, p.59) aborda a noção de séries. Diferentemente da 

seção anterior, posto que o autor adota um expediente em relacionar, de modo explícito, os 

conceitos de AC com os assuntos anteriores, na apresentação de Séries de números 

complexos, não identificamos possíveis relações com a noção de Séries de números reais, 

elemento que pode atuar como elemento de ruptura. 

 No que segue, os critérios usuais, no contexto da variável complexa, serão discutidos. 

Dentre eles, acentuamos princípio de Cauchy e o critério da Comparação. Logo em seguida, 

nos deparamos com o assunto Séries de Potências. Na abordagem de tal tópico, evidenciamos 

uma única figura, que divisamos logo a seguir, com o objetivo de explicar as argumentações 

levadas a cabo em um teorema. Segue a tradição dos compêndios da área, ao descrever a 

noção de raio de convergência de uma série de potências. E, ao final do capitulo de séries de 

potências, apresenta, como apêndice (SOARES, 2014, p. 90), a descrição do raio de 

convergência, com a seguinte descrição:  

1
,  se limsup 0

limsup

 se limsup 0

n
n

n
n

n
n

a
aR

a

ë
¸îî

=ì
î
¤ =îí

 

e respectiva demonstração. O elemento que pode proporcionar dificuldades aos estudantes, 

diz respeito aos pré-requisitos originados em Análise Real, como ponto de aderência de uma 

sequência, limite superior e limite inferior, posto que, os conteúdos nem sempre se 

apresentam em uma disciplina antes de AC. 

 Concernentemente à apresentação da Teoria de Cauchy, Capítulo 5, (SOARES, 2014, 

p. 93) esclarece que ñDiferentemente das fun»es reais, as holomorfas admitem boa 

representação integral, isto é, podem ser dados nos pontos interiores a um disco fechado por 

uma integral ao longo de sua fronteira. Esse fato nos permite obter tal variedade de resultados 

que validam a teoria das funções holomorfas como uma das mais profundas, úteis e férteis de 

toda a Matem§ticaò. Ora, o pequeno coment§rio de (SOARES, 2014, p. 93) não se mostra 
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muito esclarecedor, sobretudo, ao car§ter de ñboa representa«oò acentuado pelo mesmo. Isto 

é, sua ilação poderia ser acrescida de maiores pormenores. 

 Chamamos atenção para o seguinte resultado que trataremos com lema. 

 Lema: Sejam Ὗ ʟ ᴇ um domínio e :f U  uma função holomorfa. Se '(z) 0f =  em 

todo ponto z UÍ , então f  é uma função constante.  

 Demonstração: (SOARES, 2014, p. 93). 

 Vale comentar que (SOARES, 2014, p. 93) emprega a noção de um domínio Ὗ ʟ ᴇ, 

como um conjunto aberto, não vazio e tal que, dados dois pontos no conjunto, podemos 

encontrar um caminho suave por partes que liga tais pontos. Por outro lado, enfatizamos os 

argumentos assinalados por Soares, na demonstração do lema anterior, que envolvem o 

emprego de resultados conhecidos em Análise Real, ou do CUV, para a verificação da tese.  

          A definição da integral de uma função, descrita por:  

( ) ( ( )) '( )
b

a
f z dz f t t dt

g

g g= Öñ ñ , 

dispensando qualquer apelo geom®trico, acentua que ña estrutura complexa desempenha um 

papel fundamental nessa defini«oò. Ora, a indica«o de (SOARES, 2014, p. 95) evolui num 

sentido se apoiando em propriedades operatórias e uma estrutura conhecida dos números 

complexos, o que pode concorrer para a evolução de elementos de transição. Reconhecemos a 

intenção didática de (SOARES, 2014), na medida em que vislumbramos na figura 16 a seguir, 

seu discurso que apela aos argumentos heurísticos, ao sentido de reescrever a integral de linha 

( )f z dz
g

ñ .  

Figura 16- Descrição da integral de linha 

 
Fonte: (SOARES, 2014, p. 96). 
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           No Capítulo 6, (SOARES, 2014, p. 131) aborda a noção de singularidades de funções 

holomorfas na variável complexa. O autor recorda ao leitor a definição para uma função 

holomorfa, em que dizemos que um ponto ὥ é uma singularidade isolada de Ὢ se existe um 

disco Ὀὥȟὶ, centrado em ὥ, tal que Ὢ é holomorfa em todo o disco, exceto no ponto ὥȢ O 

autor menciona ainda que a fórmula da integral de Cauchy permite obter uma descrição 

precisa do comportamento de Ὢ em torno de um tal ponto. Essa descrição envolve o conceito 

de série de Laurent, ou seja, uma generalização de série de potências, uma vez que nela 

aparecem potências negativas. Com essa abordagem feita de modo prévio acerca do estudo 

das singularidades, o autor introduz o conceito de singularidade e, em seguida, traz os tipos de 

singularidades existentes. É importante realizarmos seu estudo, pois ao estudar funções 

holomorfas, podemos perceber que há certos pontos que sua analiticidade não ocorre e, sendo 

assim, surge a necessidade de um estudo acerca da singularidade existente, com isso, surgindo 

à ideia da expansão de Laurent, que além de definir potências de expoentes positivos, ainda 

aborda potências negativas. 

           Em seguida, aborda a expansão de Laurent (p.131), nosso objeto matemático. Para 

tanto, inicia considerando os números reais 1 2,r r satisfazendo π ” ” e ὥ  um número 

complexo. O anel ὃὥȟ”ȟ”  é o conjunto aberto definido por  

ὃὥȟ”ȟ” ᾀɴ ᴇȡ ” ȿᾀ ὥȿ ” Ȣ 

Escrevemos ὃὥȟ”ȟЊ  para denotar o anel ilimitado ᾀɴ ᴇȡ ” ȿᾀ ὥȿȢ Daí, observamos 

que ὃὥȟπȟ”  é Ὀὥȟ” \{a}. O anel fechado ὃὥȟ”ȟ”  é o conjunto fechado  

ὃὥȟ”ȟ” ᾀɴ ᴇȡ ” ȿᾀ ὥȿ ”  e ὃὥȟ”ȟЊ ᾀɴ ᴇȡ ” ȿᾀ ὥȿ. 

Em seguida vamos supor que tenhamos uma função holomorfa Ὢ, definida no anel 

ὃὥȟ”ȟ” ȟ Ὢȡ ὃὥȟ”ȟ” ᴼᴇȢ Fixemos um ponto ᾀɴ ὃὥȟ”ȟ”  e sejam ὶ Ὡ ὶ dois 

números reais positivos satisfazendo ” ὶ ȿᾀȿ ὶ ”Ȣ Olhemos para o anel fechado 

ὃὥȟὶȟὶ . Sua fronteira é formada pelos círculos  

 ȿύ ὥȿ ὶ  e  ȿύ ὥȿ ὶȢ 

Vamos utilizar a fórmula da integral de Cauchy, pois tomemos um ponto interior, sendo 

assim, é possível descrever a função Ὢ em torno de  ᾀȢ A integral de Cauchy é:  

Ὢᾀ ᷿ Ὠύ. 

Com isso, vamos considerar inicialmente que a função Ὣύ  é holomorfa no anel 

ὃὥȟ”ȟ”  exceto no ponto ᾀȢ Assim sendo, isolamos o ponto ᾀ considerando um disco nele 
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centrado, Ὀᾀȟὶȟὸὥὰ ήόὩ Ὀᾀȟὶ  ʟὃȟ cuja fronteira é o circulo ȟ que orientamos no sentido 

anti-horário, como podemos observar na figura 17 a seguir. 

 

Figura 17- Representação do ponto no interior do anel 

 
Fonte: (SOARES, 2014, p.132) 

 

           Vamos então considerar agora a região V formada pelos pontos interiores a  e 

exteriores a  e a . Sua fronteira ὠ é formada pelas três curvas de Jordan ,  Ὡ  e, 

dotando V e ὠ de uma orientação positiva, temos que  

ὠ ᷾᷾  . 

Como Ὣύ  é holomorfa num aberto que contém V e ὠȟ o teorema de Cauchy nos 

garante que sua integral é zero em torno desse caminho, sendo assim, ficamos com:  

π ᷿ ὫύὨύ ᷿ Ὠύ. 

Mas por outro lado temos que,  

π ὫύὨύ ὫύὨύ ὫύὨύ ὫύὨύ

 

 

e, portanto  

᷿ὫύὨύ ᷿ὫύὨύ ᷿ ὫύὨύ
 

, 

ou seja,  

ρ

ς“Ὥ

Ὢύ

ύ ᾀ
Ὠύ

ρ

ς“Ὥ

Ὢύ

ύ ᾀ
Ὠύ

ρ

ς“Ὥ

Ὢύ

ύ ᾀ
ὨύȢ 

De Ὢᾀ ᷿ Ὠύ, obtemos a seguinte expressão:  

█ᾀ ᷿ Ὠύ ᷿ Ὠύ (*) . 




