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RESUMO

O presente trabalho, ao assumir alguns pressupostos da metodologia de pesquisa nominada
Engenharia Didatica ED, caracteriza, descreve, aplica e analisa os dados coligidos a partir
da exploracdo, em sala de aula, de trés situatidascas, sobre o conteldo de Série de
Laurent. O citado contetdo possui lugar invariante de estudocu®académico e, segundo

a perspectiva da Transicdo Complexa do CAaleulaCC, constitui o 4pice do processo de
generalizacdo de um objeto matematico, que possui um inicio de estudo académico, desde o
primeiro ano de formacdo académica, ainda no contexto déaTaas funcdes na variavel

real. Ademais, ao assumir o carater imprescindivel do papel da visualizacdo e entendimento
intuitivo dos conceitos em Andlise CompléxAC, adotaainda, a teoria concelzigpor Efrain
Fischbein,que proporciona a descricdo daategorias do pensamento intuitivo (intuicdes
afirmativas, intuices antecipatorias, intuicbes conjadt). Desse modo, o estuddotou a
sistemética de desenvolvimento das fases de analise preliminares, anafigeri,
experimentacdo, analise posterori e validacdo, adotando tambémTeoria das Situacdes
Didaticas i TSD. Tendo em vista assegurar uma perspectiva de ensino qu®nspnancia

da interacdo entres alunos, o professor e o saber matematico, proporcionasse ao investigador
a identificacdo ds categorias intuitivaa pouco mencionadas. Dessa forma,decurso do
acompanhamento da disciplina Introducédo a Variavel Complexa, no curso de Licenciatura em
Matematica, no Instituto Federal de Educag@@ncia e Tecnologiao Ceardi IFCE, a
constru@o do aparato conceitual autorizado pela ED, proporcionou o registro de sitleacgdes
ensino que se mostraram, para o0 pesquisador, como uma pratica afetada pelo uso da
tecnologia em sala de aula. Por fim, os dados evidenciam a mobilizagédo de um conhecimento
que extrapola os limites da natz@edo conhecimento matematico, amparados pelo Geogebra.

PalavrasChave Engenharia Didatica. Ensin8érie de Lauren¥isudizacéo.



ABSTRACT

This work, by taking some assumptions of the nominated &@s@aethodology Engineering
Didactic - ED, features, describe, apply and analyze the data collected from the farm, in the
classroom, three situatiotsaching, on the content of Series Laurent. Said content has
invariant place of study in the academic locarsd, from the perspective of Complex
Transition calculation- TCC, is the culmination of the process of generalization of a
mathematical object that has a beginning academic study, from the first year academic
education, even in the context of the theairjunctions in the real variable. Moreover, to take

the essential character of the role of visualization and intuitive understanding of the concepts
in Complex Analysisi AC, adopts also the theory conceived by Efrain Fischbein, which
provides a descrigin of the categories of intuitive thinking (affirmative intuitions,
anticipatory intuitions, hunches conjectural). Thus, the study adopted the systematic
development of the preliminary analysis phase, a priori analysis, experimentation, analysis
retrospedtely and validation, adopted the Theory of Didactic SituationSD, to ensure an
educational perspective, in line interaction entres students, the teacher and the mathematical
knowledge, would provide the investigator to identify the intuitive categguit mentioned.

Thus, the discipline of monitoring the course Introduction to Complex Variable at the
Bachelor's Degree in Mathematics at the Federal Institute of Education, Science and Ceara
Technology- IFCE, the construction of the conceptual apparauthorized by the ED,
provided the conditions of registration education that have proven to the researcher, as a
practice affected by the use of technology in the classroom. Finally, the data show the
mobilization of knowledge that goes beyond the limnitsnathematical knowledge nature.

Key-Words: Didactical Engneering. Teachind.aurent’s Seried/isualization.
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CONSIDERACOES INICIAIS

A disciplina de Variavel Complexa €& ofertada nos cursae licenciatura em
Matematicada UECE, do IFCE e da UE@hstituicbes de Bsinosuperior do Ceara. Devido
as suas caracteristicggle envolvemum carater de abstragdpercebemos que o aprendiz
desenvolve alguns entraves abuelar o mencionado tépico, pesige anecessidadde uma
mobilizacdo de conhecimentos préviagie enfatizamosno estudo de outras disciplinas
abordadas na academiegmo por exemploTeoria das Funcbéede Uma Variavel Real,
Teoriadas Funcbeslas Varia Variaveis algumas noc¢des dEopdogia, Geometria, dentre
outras.

Além disso, de modo incontesfgdemos inferiqueas aulas d&ariavel Complexa
na academijaseguen um modelostandard isso recorrente ao uste canones privilegiados
peloscompéndios especializadatai supomos que os docentes nessa area tendem a seguir
tais modelos,ou seja, o uso de aplicacdes que enfatizam apenas o carater amalitico
estrutwante Isto significa queos exercicios saoonsequénciadiretas das definicddermais
e teoremas estudads&o 0s principais roteiros para o pensamento do apré&esse modo,
diante do quadro atual que, em maioreou menor substi&ia, determinou nossa realidade de
formacao académica iniciakalizaremosima investigacaoujo oljeto matematico fosse um
tépicoda Andlise Complexanfatizanda escolha da série de Laurgmbr constituir o apice
do processo de generalizacdo que envolve o estsd®@riis de pot@cias.

Para a realizacdo e fundamentacdo desse estudmnins trabalhos/pesquisgae
aborcem e de algum modo se mostrem relacionadas oonmbsso objeto mateméatiate
interesse a sé&ie de Laurent.Nao obstante,0 inicio de nossa incursdo investigativa,
percorremosduas trajetérias. A primeiranvolveua eleic® de um objeto de pesquisa e
investigaca, com amplo e extenso interesea literatura especializadau seja, nos
debricamos em busca de um tépico daténatica que pudéssemos investigar seu atual
quadro de ensino.

A segunda trajetoridoi consubstanciea a partir de uma preocupagdo com um
elemento de razoavel oblivi@squecimentona literatura da areaou seja, identificamos
escassez em trabalhos que nos norteasse nessa tenattcajué nosexigiu, como
demonstraremos logo adiante, nos proximos glgit na construcdo de uma perspectiva
alternativaque permitisse o entendimento de alguns fenbmenos, vinculados com 0 nosso

objeto de investigacdo. Em sintese, qualquer uma das rotas, seguindo os canones académicos
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apresentacerto carater de ineditismag issofunciona como fator catalizador para futuros
estudos.

Isso postodiante do esbo¢co mencionadste trablno tem como objetivo principal,
identificar de modo empiric@ manifestacaalas categorias intuitivasirftuicdo afirmativa
intuicdo conjecttal e intuicdo antecipatérig. Detalharemos no caplo 2, essa teoriano
contexto de resolucdo de situacdes didatiam/olvendo a nocdo da série de Laurent.
Assumiremos comobjetivos especificosonsultar livros didaticos sobre variavel complexa
que abordem a série de Lauremiaborarsituacdes didaticas com énfase na visualizacdo, a
partir dosoftwareGeoGebra; identificano contextale resolucadassituacdes didaticague
envolvan a série de Laurenta manifestagcdo do raciocinio intuitivo, quentemple as
categorias intuitivas.

Por outro ladoassumiremos. Engenharia Didatica (ED), canmossa metodologia de
pesquisaNo capitulo 2 daremos de modo detalhadma fundamentacadendo em vista
garantirmos a escolha de critérios sisions de cientificidade, de pressupostos adequados
que permitam a evopdo de uma trajetoria adequad&. propria estrutura que essa
metodologia apresénos permite compreender nosso fenbmeno de interesse, visto que a
mesma composta de quatro fagasalse preliminar, analise @riori, experimentacao e
andlise gosterior) isso possibilitao encadeamento dos objetivos que pretendextiogir o
decurso desse estuda seja, do ponto de vista ciditd, realizanos um estudo histérico do
objeto matemétio de estudoa série de Laurent.nk seguida identifia@mos os principais
problemas existentes rsesestudoem seguida elabammos alternivas metodologicas de
trabalhocom tais problemas encontradbieste casosalientaemos que na segunda fase da
ED se deuwa elaboracéo de situacdes didaticas com foco na visualizacdo, para que possamos
identificar tais categorias mencionadas anteriormentmmo formade coletar tais dadps
utilizamos no momento da experimeréia@ auxio de recursos tais como: imags, registros
de producdes, entrevistasimportancia dessa ED, como metodologia de pesquisa, remete ao
carater de confrontgue a mesma proporciona, isto ag@nfrontar os dados previstos na
seginda fase da EBom os dados recolhidos ap0s a experimeataca

Ademais, nos relatos cientificosda vertente francofona apreciamos o
desenvolvimento de inameros trabalhos que apontam um viés de complementaridade entre

algumas metodologias de ensino com a ED, por exemploJeoria dos Regisis de

! Destacar aqui uma citacéo de Brousseau (1986)
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Representacdo Bedtica (TRRS, a Teria Antropologica do DidaticoTAD) ou com a
Teoria do Instrument®bjeto e, mesmo comTaeoria das situacdes didaticdasSD).

Desse modo,assa opcaconceptual repousou no uso da ED e da TSD, tendo em vista
garantirmos ura perspectiva tedrica segurar a discussao do nosso objeto, ou sej§x
Tratase de uma metodologia de ensiaogual sera detalhade capitulo 2cujo interesse
com a mesmastana elaloracdo de situagfes didaticas que diante das fases pressta
nessa teorialacdo, formulacdo, validacaonstitucionalizacéo), tenciorse identificar a
manifestacdo das categorias intuitividsr outro lado, a EBera responsavel pela organizacao
do ambientecomo ja foi mencionado anteriormenée que se deseriveram as situacdes
didaticasnas fases dessa metodologia @squisa. Com isso, compreersepor meio de
trabalhos que relacionam a TSD e a ED, que a complementaripdddeproporcionar o
rompimento de determinados rituais indefectiveis de ensino,emqaerh a condicionar o
ensino de determinados assuntos na academia, ao dominio de rotinas algoritmicas

Nosso contexto académico de perquiricdo é afetado pela perspectiva assumida no
processo de Transicdo Complexa do Calculo que, de modo prosaimlve a pssagem da
Teoria das Funcles dena variavel real, para estudo da Teoria das Funcbesvaeiavel
complexa. E, nesse contexto, a visualizacdo assurpel pistinguido e garantidor da
mobilizacdo de um conhecimento que néo se restringegam Ié procedural em Matematica.
Desse modo, a visualizacédestacadaqui sed fundamentada fgeteoria da TCC, detalhada
no Capitulo 1.

Dessaforma, para que se possadentificar os possiveis dadogroduzidos pelos
sujatos destapesquisaguetem como alvalunos do curso de licenciatura ematdmaticalo
VII perioda no IFCE utilizaremos a Teoria das Categoriasultivas de Efrain Fischbein,
detallada no Capitulo 2.d? se tratar de uma teoria de base cognitivistapegsibilitad a
compreensao dmumeros fenbmenos cognitivos, dentre ekesnanifestacdo do raciocinio
intuitivo, tendo como escopowvésualizacdpque nos permitira uma compreensaacionada
com o conceito de série de LaureBendo assimao longo dodesenvolvimato desta
investigacdo, procuramasssociar as formas de manifestacaaatocinio intuitivoa cada
umade suas fases de ensirgdq formulacéo, alidacdo e institucionalizagéo), mediada pela
organizacao da ED.

De modo sucintg a complementadade entre essas teoripara compreensdo do
fenbmeno de interesse de nossa investigacdo consiste em por meio ,daelabBEarmos

situacdes didaticapara quequando aplicadas em sala de aula, identificarmos qual tipo de
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categoria intuitivaesta sendo manifestagém cada fase prevista na TSD. Sendo aueD
servira como organizadora desse momento.

Dentre os pesquisadoremrevisdo bibliograficano Capitulo 1,mencionamos que 0s
mesmos afirmam que os alunos enfrentam algunsvestguando estudaalgunstopicosde
Andlise Complexaseforcandainda a escasser a retomadaalproducao de pesquisas nessa
area. Desse modo, por essa raZad.VES, 2011) em sua tese abordana alternatia
metodoldgica de estudip Calculo em Varias &fiaveis- CVV, quefoi abordadosegundo
uma proposta metodoldgica que torna essencial a visualizagdo como componente de
aprendizadp Pretendenos, entdo estudaa série de Laurent, de forma que possa ser
enfatizado ndo apenas o carater analititormal, mas também,as representacoagafico
geométricascondicionadas pelo conceito e que se inserem famdmeno nominado por
intuicdo, isso condicionado pelas situacdes didaticas que iremos elaborar.

Portanto,0 que seguepor meio da problematiceevantada é responder a seguinte
gquestaogeral de investigacaoComo elaborarsituacdes de ensino relacionadas com a nogao
de série de Laurent, de modo que, com a exploracdo da visualiaagdarada pelsoftware
GeoGebrapossamosientificara mobilizacdo de unraciociniointuitivo?

De certo que, m decorrer do trabalho, a questdo antegodera semodificada,
readaptada e melhor precisada, uma vez que, ajustes possiveis e necessarios estao previsto
por uma investigacdo que adota algurementos da ED. Sendo assiessainvestigacao
estaréestruturada da seguinte maneira:

No Capitulo 1, salientase alguns resultado®btidos em estudos empiricos com
respeitoa opinido de pesquisadorem relacdo a assunto em discuBs$ comuma aencao
especial voltada aseus aspectanetodoldgicos utilizados em suas pesquisas)o suporte
a aprendizagemo ensino da Anége ComplexaDesse modorealizamos um levantamento
de pesquisas bibliograficasganto no Brasjl quanto no exteriorque erfatizam o objeto
matematiceem estudo

Além disso,no contexto da TCOgdentificamose descrevemoslguns elementos de
ruptura e elemntos de transic&wo ambito do corpus tedrico de nosso interd’sssaltamos
que o nosso foco esta voltadocompreensé desse processo por meio de uma transposicao
didatica readaptacdo do ensino cientifico para o saber esepl@iada na visualizag, com
arrimo na tecnologiamais especificament&®o GeoGebrague nos auxiliara como suporte

metodologico,em quepriorizamos exprar no decorrer da aplicagdo das nossas situagdes
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7

didaticas,e cujo objetivo € identificar as categorias intuitivApresentaremggambém,a
justificativa do tema da nossa pasg, a delimitacdo do problema.

No capitulo 2, presersiremosde modo detalhadeoosso quadro desferencial tedrico,
por exemploutilizaremos a Engenharia Didatica, nossa metodologia de pesquisa, dentre as
fases que compde a mesma, utilizaremos em carater de complementaridade a metodologia de
ensino, Teoriaas Situacdes DidaticasSD, para a elaboracéo das situacdes didaticas e, para
analisar os tipos de conhecimentos imediato, na qual o aluno apesentara, nos valeremos da
teoria dagategorias intuitivade Efrain Fischbein.

No capitulo 3, serateitas as adises préiminares da EDem que abordarers nessa
secao um pouco daistoria da Adise Complexa assim como sua origensaa evolugao, ou
seja, a formaomo o ensino se encontfdediante todo o processo denstrucdo, faremos
também umaorsulta a algunslivros didaicos de Variavel @mplexaque abordem nosso
objeto matematicoe apresentand@lguns dados cognitivos dos alunos, que é de grande
importancigpara a compreensédo do ensinséae de Laurent.

No capitulo 4, realizarems a experiment@io ea caracterizacdo do locus da nossa
pesquisap Instituto Federal de Educagdiéncia e Tecnologido Ceard IFCE, Campus
Fortaleza, assim como o0s sujeitos de nosso estuddoco alunos de licenciatura em
Matematica que cursarano VIl periodg no ano de 2015Apresentaremos as situacdes
didaticas quelabaamos, bem como suas disas apriori e a posteriori

Ainda, nese capiulo, discutiemos, apdés o recolhimento das situacfes didaticas
elaboradasos resultdos mais praminentes colhidos as entrevistassemiestruturadas
realizadas individualmente coos alunosnos momentos de aplicacdo das atividaaleds
aborchgem dos conteudos previstos diaciplina de variavel complexa Notase quese
encontramtambém os dadoseferentesas concepcdeslios estudantesobre aTransicdo do
Calculode Variavel Ralpara oCdculo de Variavel @mplexa

No capiulo 5, apresentaremos os résulosmais importantedeste estudooriginados
da pratica e convivio direto com os estnies, que apontaragpostas aceitaveis no ambito da
aprendizagem, com arrimo no raciocinio ititd na aprendizagem do Calculo dariavel
real para o Célculo da Variavelofplexa TCC. Questbes futurastambém poderaser
analisadas em outros estudos.

A seguir apresentaremos ao leitmssa problematica de interesse delinemento
dado a nossa investigacdo, visto queeituda realizada anteriormente temirduito de

possibilitar uma rapida nocdo do que iremos detalhar nos préxiaptulos
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CAPITULO 1 i PROBLEMATICA

Neste capulo, exibiremos a partir de um levantamento bibliografico, pesquisas
realizadas no ambitada Andise Complexa, a prolematica de nossa investigacao.
Apresentaremosambéma justificativa do tema de nossagmuisa,retomandocom mais
detalhesa questdo norteadora de nossa investigab&om como 0s objetivos. A seguir
iniciaremos abordando e discutindo alguns trabalhos que remetem ao ensino e a aprendizagem

sobrealguns tépicos da Analise Complexa.

1.1Reviséo Bliogréfica

Realizmos uma revisdo da literatura respeito do processo de ensino ae
aprendizagem emnalguns topicos dahndise Complexa mais especificamente série de
Laurent. Considerando d@ematicasupracitadaevidencianos que ndo encdramos muitos
trabalhos no Brasil,que abodassen 0 nosso assunto em foddossivelmentetal fato se
atribui auma nocéao particular, queos deparamos apenas no contexto de uma Matematica
Avancada.

Em (ALVES E MARINHO, 2015) vemos a tentata dos autores em abordar
conceitos especificos da Analise Complexa de modo altern&iesseartigo, vemos que a
preocupacdo dos autores partiu da necessidade de perceber a lacuna existente em alguns
topicos trabalhados nessa area, por exemplo, procetdisnque intensifam ainda mais o
trato algébricoe, aplicacbes que tornam o ensino pouco refletido com relacdo ao
entendimento de seus conceitos e teoremas fundamergkisionado a exploracdo de
propriedades geométricd®or exemplo, podemos observar processo de integracdo de uma
funcdo na varidvel complexgue os autores recomendam que € preciso considerar uma 1
forma diferencial 0 A Qw 6 & 'Qdwontinua num conjunto aberto . Defise, entdo, a
integral dé@ ao longo de um caminho deasked como sendo o nimero complexo

L1 . 0101 o0 Ofr of Y
ondef 6 | 0 Qfo (ALVES; MARINHO, 2015). Ora, o escopo apresentado pelos
autores acerca do processo de integragioete ainda ideias decunho abstratoe pouco
compreensivajuando se refere a&u trato geomeétrico.

Posto isso, 0os autores remetem a um escopo alternativo, ou seja, apoiam suas

discursbeso uso metodolbégico e em carater de complementaridadeottoesamres Geogebra
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e doCAS MapleAf i r mam que O606por interm®di o de sua
abordagem, significacédo e interpretacdo para certos conceitos, cujo significado extrapola as
simples formulacdes légicas e os rigidos procedimentos envolvendo asiegao forral

de um teor ema eMARMNIE® 2015 RAIA2)VAD Sitilizar essswftwaresos

autores passam a assumir a visualizacdo como elemento indispensavel num contexto de
resolugdo de problemas, além de despertar um entendimento tacitdiwoinlel situacdes

que elegem o uso da tecnologia. Por exemplo, 0os autores apresentam um painaine
trabalhar de modo alternativo o ensih® singularidades de funcbes de Variavel Complexa.
Veja, por exemplo, a figura 1, na quedemos notar a existéia de vulcdes que indicam as
singularidades existentes na funcdo racional, em que a incurs@oftearesnos permite

identificar a parte real e parte imaginaria da fungéo na variavel complexa.

Figura 1- Visualizagao no espagb das partes e e maginaria de uma funcéo de Variavel

Complexa.

Im(f(z))

¥

Vista de cim=a

IR

Fonte: (ALVES e MARINHO, 2015, p. 10Q)

Com isso, o0s autores concluem que € notoria a existéncia da abstracdo em conteudos
em AC, em gque reconhecem a necessidade por partes dos docentes quemndisi@plinas
nessa area, buscar desenvolver um ensino que torne mais comprepasive§ alungsou
seja, que busque um campo de consideravel habilidade abstracionista. Sendo assim, 0os autores
elegem a exploracédo da tecnologia e o dominio de capexidades ontologicas que séo

promovidas, por exemplo, a visualizag&o.
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Por exemplo, enfALVES, 2016, observamos uma acéo investigativa desenvolvida
num curso de Matemética, na disciplina\d&riavel Complexa em que sestudam funcgbes
na Varidrel ComplexaEm sua pesquisa, o referido autmtou que seus alunos apresentam
dificuldades em compreendardisciplina abordada, ou seja, ndo obtiveram 0 mesmo sucesso
quando se depawn com a Transicdo das funcbes na Variavel Real paraaddvé
Compexa, visto queesse processo € abordado gl@r como sendpTransicdo Complexa do
CalculoTCC, que é recorrentea mudanca do espaco unidimensional para o bidimensional.
Desse modo(ALVES, 2016, aponta alguns entraves afites a esse processo de nmgda
por exemplo, a dificuldade na interpretacdo geométrica

Assim, o djetivo do estudo de(ALVES, 2016 foi propor uma alternativa
metodoldgicgparaabordaras séries de patéias, mais especificameniséie de Laurent.
Nesse processo, 0 s/ose ateveouso dosoftwareGeoGebra,pois segundele,tal recurso
promovea transposicao didaticque consiste emama readaptacéo do ensino académico para
0 saber escolagpoiada na visualizacdque contribuid para odespertar de um raciocinio
tacito e intuitiva Com isso,ele menciona que a exposicdo apenas de foamalitica do
assunto abordadgodera implicar e condicionar a elaboracdo de tarefas que tornam
predominante a algebrizacao e a aplicacdo automatica e pouco refletida de certassanceit
teoremas fundamentais nesta area de estunigo, isso nos induz a pensarmos gag
mudancas atinenteso processo que envohas dimensdessd serdovisiveis por meio das
representacOagaficogeométricas.

Os sujeitos da pesquisa eramco estudantes deétimosemestre do curso vespertino
de Licenciatura em Matematicao IFCE,queja haviam cursdo a disciplina que envolve o
tépico de séries de poténciexs Variavel Ral.

O autor em sua pesquisabordou duas maneiras de tlidara série de LaurenNum
primeiro momento retratou a fornstandardusada nos compéndiespecializadg ou seja,
meétodos que enfatizam apenas o carater algoritriioo.seguida, percebendo as lacunas
existentes orindas dessa abordagem, propdma alernativa opostaa mencionada
anteriormenteque € a inspecdo do Gesliga como forma do sujeito maniptlia e, desse
modq possibilitar a compreensao processo de convergéncia/divergérpia envolve as
séries de potgias.

Com issQ(ALVES, 2016, p.16) conclui que:

A inspecao da tecnologia € uma ferramenta que pode promover um cenario
de aprendizagem diferencigdwisto que o0 mesmo possibilita uma
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transposicdo didatica de certas disciplinas de cunho abstrato, coesé
da Andise Complexa,no sentidode promover o despertar de uma
caracteristicgognitivaatinente aser humanaoavisualizacao

Como ja haviamosmencionadp h4 escassez de estudos cientificos empiricos no
Brasil, no que concerne amsno de Analise Complexia AC. Essaafirmacédo decorree
pesquisas realizadas no banco de teses da capes, cujas judlaveasram: ensino de Andlise
Complexa, série de Laurenmtdo obtendamuitos resultados referentes a essa temé&#oa.
outro lado, quando referencias uma literatra produzida no>erior, podemos falar de
Pesquisa em Educacdo Matematica no campo da s&n@lomplexa (DANENHOWER,

2000. Neste sentido, buscamos assinalar a perspectiva e os resultados abordados em estudos
desenvolvidos em outros paisgse discutirems a seguir, por exempl(DANENHOWER,

200Q LIEBO, 2011;PRAGUE ZOLTAN & NYIREGYHAZA, 2004; TIROSH & ALMOG,

1989)

Na tese deANENHOWER, 2000)foi desenvolvida uma investigacaojo interesse
envolveuos padrbes de ensinoaprendizagenem turmas cursando a disciplina de Analise
Complexa, na Universidadée Columbia. Neste trabalhoacompanhou o estudo de duas
classes, da mencionada universidade, com o foco na transmissdo didatica da nocao de

multirepresentac&ale nimeros complexo®ANENHOWER, 2000)comenta que a:

Andlise complexa € bastante rica em conceitos. Tanto dificil e relativamente
natural de certos conteidos em diante. Conjecturamos que as dificuldades
relativas aos conceitos, pode nos habilitar a incluir os estudania® eito
repertério de conceitos. [...] Desde que, os conceitos em Analise Complexa,
envolvemconceitos do Célculo, Algebra, Geometria e Topologia, esperamos
possuir inUmeras oportunidades de estudar como o0s estudantes sintetizam
conceitos de diferentes raswda Matemética.

Os entraves indicados pANENHOWER, 2000)sé&o evidentes. Ora, do ponto de
vista epistemologico, os aprendizesdeparamcom um cenario de aprendizagem que lhes
exigan conhecimentos em Caélculo de uma variavel e de Variaga¥is, Algebra,
Geometria e Topologia. O proximo fenbmeno imdediato e que, frequentemermteorre por
intermédio da superacdo de barreiras e especializacdo de atividades cognitivase rafere
processo cognitivo de sintese, referenciado ha poud®@pNENHOWER 2000)

2 Diversas formas de representar um nimercanivel complexa.
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A abordagem dos conceitos discutida g®/ANENHOWER, 2000) envolve um
modelo representacional. Por exemplo, uma Igtaadard envolvendo nimeros complexos,
supde o conhecimento das operacfes de soma e produto entre ningotexas, bem

comq o uso de representacdes do #zpox Hy. (DANENHOWER, 200Q p.9 comenta que

fo objetivo princiopal dessas | i-»es poderi.
mentes, das noc¢bes de adicdo e multiplicagéo dh samer os compl exo0so0.
adi ant e, este autor, apresenta wuma il a-«o
complexidade da representacdo mental correspondente dependera da profundidade de sua
apresenta-«o00.

Ora, apesar de constituinsso foco de discusséo, sabemos que a manipulagédo de um
modelo matematico estrutural ndo garante, de modo imediato, a detencdo de um significado e
sentido para 0 mesmo. Os resquicios e maleficios do movimento da Matematica Moderna
(KLINE, 1976) estdo aigra corroborar nossa posicioANENHOWER, 2000)continua sua

discussao, quando indica a representggébib)(c #d) que® fApensada como Ul

de multiplicacdo entre nimeros reaiem a regra adiciongl= 10 .

(DANENHOWER, 2000, pl 4) afir ma gue i o model o
Matematica é a via pela qual os estudantes aperfeicoam representacées mentais matematicas
apresentadas em termos de model os e Homagen
exemplo, @ Figura 2 seguinte divisamos a descricdo denagens elaboradaspor um
matematico profissionalno sentido de transmitir/significar determinados eitos e
processos matematicosoNado esquerdo, notamos a tentativa de descricdo de um processo
dindmico, pr intermédio de simb@mos estaticos, enquanto queo mado direito,
percebemos diagramas que descrevamelacdes de dominio e codwaninio, vinculados

funcdes na ¥riavé Complexa.

Figura 2- Representacdes mentais de expert
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Assim, tendo em vista que os desenhos do lado direito expressam um nivel elevado de
conceitualizacdo matemética (ALVES, 2012), uma ndo adequada evolucdo do entendimento
dos conceitos discutidos pANENHOWER, 2000) por exemplo, devera comgmeter sua
evolucédo, ao decurso do estudo da teoria.

Na descricao da revisédo da literat{BANENHOWER, 2000)assinala que, no rol dos
estudos consultados, identificea a escassez de trabashoom o foco semelhante ao seu,
ademais, quantidade pexpa de referéncias com o tema voltado ao ensino de Variavel
ComplexaNa discusséao de trabalhos relativamente relacionados com seu interesse, assinala o
interesse dos investigadores na identificacdo de entraves recorrentes dos estudantes, no que
concernea determinados conceitos espec?2ficos.
|l i mite n«o envolve uma constru-«o0o a part:.i
(DANENHOWER, 2000, p49).

(PRAGUE, ZOLTAN E NYIREGYHAZA, 2004) desenvolven um estido que tem
por objetivoabordar a eficacido método de coloracdara visualizafungcdes complexas. Os
autores expdéem uma nova abordagem para a apresentagaorade tempo real de funcdes
na variavel complexa. Esses detalhes didaticos e técnicosdeegsirautores, possibilita
uma ampd visao geral para este tenvasualizacdo no Plano Complexque é importante na
matematica, em que se trata em obter uma compreensdo mais concreta pelo cqreputador
gue os autores denotam psualizacao.

A problematica dos autores partiu da necessidade em analisar a maioria dos
profesores quendo utilizamem sala de aulsgomputadores para a visualizacdo de certos
conceite matematicos, e como conseaggi§ 0s seus alunos podem apresentartas
abstrages em compreendealle modo mais profunddais propriedadegue @volvem esse
universo matematico, pois os mesnficam restritos ao carater alggo e estruturante que
envolve esses conceitos.

Segundo os autores, o meétodo adotado nesse epusdibilita a visualizacdo de
conceitos que enwem a area da Analise Complexaor exemplo, os nimeros complexos
que consist® em compreender/visualizar representagdes proporcionadas pelo computador,
em que torn@-se inexequigisusando apenas 0 uso dasda e dgiz.

Este estudo teve por experiéncias, estudantes na Universidade de 8zegbd! de
2004. Este grupo (20 pessoas) consigirancipalmente de estudantes ndo motivados
estudar a referida disciplina, pois seus docemi&s inseriam nas aulas o auxh de

alternativas metamdgicas, por exempl@m computador.
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Desse modo, os autores introduzem um metodste artigo, que pode sétil para
ensinar Andlise @mplexa paraniciantes. Tal trabalhonostra qe os argumentosstéticos
saosuficientes para datboas recomendacdes ao utilizatoracdono dominiq usando a roda
de cores podendo assimilar o conhecimento matematico em petsgEc isto €,
proporcionando a visualizagdo em tempo real.

O estudo d€TIROSH & ALMOG, 1989) buscou identificar os entraves relativamente
ao entendimen dos estudanteso contexto de progresso estudo @s numeros reais para
0S numeros complexos. Sua incursdo investigativa se ateve a dois questionamentos basicos
que se referira: (i) ao grau de aceitacdo dos estudantes relativamente aos numeros
complexos; (ii) a extensao e aplicabilidade de propriedades no conjunto dos ndmeros reais e
nameros complexosSua investigacdo ocorreu em trés &sTsecundarias em Israel, com
setentae oito estudantes de primeiro grau, de nivel médio, com foco na aprendizagem atinente
ao processo de traigdo dos ndnerosreais para os mieros complexos. Como forma de
examinar as percepc¢des dos alunos com relacdo aos numeros complexos, 0s autoess utiliz
como instrumentoposteste e questionarios.

Este estudo apontou duas principais dificuldades que os alunos enfrentam quando
progredem de numero real para nameros complexos. Segundatmes(TIROSH &
ALMOG, 1989, p. 226) fos alunos apresentam réotia em aceitanimeros complexos
como numero®, uma tendéncia a atribuir de forma incorreta para os nlngeroplexos a
relacio deordeq@ mes mo que vale para nY¥Yamer os reai s
em assimilar nimeros imaginarios e compkem seu esquema de numero.

Os autores referidommbém sugem maneiras de ajudar os alunos a superar esses
entraves, por exempleaom aextensdo do sistema de nimeon seja,comec¢ando com 0s
nameros naturais, @rogredindg a partir de nimeros inteds, racionais e numerosais até
chegar aos numeros complexos.

Temos tambéna dissertacdo dgIEBO, 2011),queparte de uma motivacdo sobre a
relevancia da geracdo de imagens e suas relacbes oontoojunto de equacdes
caracterticas de um campo deggesso de sinais, filtros e a Transformada de Fourier. Ora,
apesar de selnteresse nao se direcionar amhito do ensino/aprendizagem, suas
consideragdes nos fornecem proficuos ensinamentos. Dadadiiscutir a relevancia do seu
relato no contexto donsino, (LIEBO, 2011 p.2 ) , menciona que @Aos pl
usar osoftwarena sala de aula para visualizar conteidos de aprendizagem, enquanto que, 0s

estudantes poderiam ukA em caso, revisitando as licbes e como auxilio para um
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entendinento dag ar e f a s GLIEB@ 201%),880 desconsidera as implicagbes para o

ensino eaaprendizagem, no que concerne a visualizagdo de fungbes na variavel complexa.
Pouco mais adiant€l.IEBO, 2011 p. 4) menciondrés classes de modelos para a

visualizacéo d funcdes na variavel complexa. Dentre eles, destaead aplicacdes isoladas,

aplicacdes navebem péaginas e, por fim, 0 uso de progegamao especializados em fun¢des

na variavel complexao6Na Hgura 3 que segue(LIEBO, 2011), exemplifica o uso de

determinadossoftwares ndo especializados para a visualizacdo de funcdes na variavel

complexa mas que admitem proficuas aplicacbeBas consideracdes e conclusdes deste

autor, apoés discutir e abordar um extenso repertorepfiearese programasdestacaros o

fato de inexisténcia de um Unico programa capaz de resolver todo e qualquer problema em

AC, tendo em vista a exploracdo do carater visual dos conceitos.

Figura 3- Categorias deoftwaresusados pra a visualizacao de fun¢dasVariavel ®mplexa.
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Fonte. (LIEBO, 2011)

Apesar de nao discutir um conceito especifico em AC, tendo em sést ensino,
(LIEBO, 201) desenvolve um procedimento investigativo que culmina com a descrigdo do
modelo computacional padescrevefuncdes na variaveloenplexa.Com efeito, na igura 4
gque seguecompreendemos o percurso seguido pelo autor, tendo em vista a exploragéo de seu

componente visual.
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Figura 4- Percurso invstigativopara fungdeslevariavel complexa.
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Fonte: (LIEBO, 2011).

A despeito da sua preqmacdo com o componente visual nho ambito do ensiao, n
finalizacdo de seu estud@/EBO, 201] p. 61) acentua que:

Também os conceitos empregados na tecnologia de realidade aumentada
pode integrar objetos virtuais em ambientes de objetos reais, comifm®pos
educacionais, que discutimos no nosso contexto. cisdpente, quando
multiplos usuéos partilham a realidade aumentada os beneficios da criagcao
combinados com os meios natur@s comunicagdo humana podem se
prestar aos cenarios de ensino e apreqgein.

Do excerto anterior, esdimos as implicacdes pedagdgicdo uso da visualizagdo de
objetos conceituais da AC, tendo em vista o0 ensino e a aprendizagem.

Desse modo, podemos concluibrpmeio da revisdo bibliogfita realizada
anteriormente que oensino eaprendizagende alguns topicosla Analise Complexa a
abordagem dos conceitos estudadm®rren a partir de sua definicdo formal, ou segke
mébdos que enfatizam apenas o taralgebrismoyisto que tendem a proporcionaaos
alunos algumaslificuldades em termos de compreens@oalisamos que 0s pesquisadores
insistem na importancia de trabalhar métodos que proma@vammpreensao concreta d
alguns t@icos atinentes a Alige Complexa.

Destacamos ainda, com respe@tgevisao bibliograficaque os autores utilizam o
aparato da tecnologia, como via para facilitar o processo de vis@alizgdacionadoas
interpretacbes geddtricas, atinente a tenmiica abordada visto que o ambiente
lapis/papel/giz/lousa, promovagumas barreiras pamproceso de aprendizagers, desse
modo, a tecnologia aparece como suporte de ensino

Na secdo seguinte, apreseataos uma perspectiva sistematica que busca identificar

os elementos que podem atuar de forma positiva e outros que podem atuar como entraves no
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referido contexto de transicdo. Desse modo, semelhante ao caso da TINC (ALVES, 2011),
acentuaremos algnas ideias encontradas na Tig#is Complexa do Célooli TCC
(ALVES. 2015; 2016).

1.2 Transicdo Complexa do Célculo ¥Bualizacao

No estudo em Adlise Complexa AC, recorrentementenos deparamoscom o
elevado grau de abstracionismo e a mudanc¢a, em muitos casos consideravel, de significacao
de determinados conceitos e processos matematicos. Basta observar, por essrijoras
a seguir,os pocessos matematicos dinite, diferenciagcdo e integracdo na Variavel
Complexa.

Na Figura 4a seguir por exemplo, temos as notacdes sobre o estudo analitico da

definicdo de limite, desde a Variavel Real até a Variavel Complexa.

Figura 4- Quadp sisteméaticesimbolico de mudancas relacionadas com a nogéo de limite no contexto da TCC.

im flxy)=L
(x.y)—=+(ab) f(’f '})
i = - hm X. V)= ..b o i = ]
IJ;l—IE f(’f) L Transigdo (x,y)=>(ab) f(r }) f(a ) fransilo zEEﬁb f(Z) c+id
im f(x)= f(a) m  f(x,y,2)=L im f(z)= f(a+1b)
x4 (x,y.2)={a.bc) I=atib
im  f(x,y,2)= f(a,b,c)
(x,y.2){ab.c)
QUADRO DE REFERENCIA SIVBOLICO/NOTACIONAL RELATIVO AQ CONCEITO DE LIMITE

Fonte: (AUTORA, 2015.

Na Hgura 5a seguiy divisamos as mudangas notaciona@centuamos também, as
alteracbes operacionais conceituais, exigidas pela aliedo progressiva do sistema
notacional, envolvendo a ideia de limite, para compreensao da definicdo de derivada, desde a

Variavel Real, até ao trato da Variavel Complexa.
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Figura 5- Quadro sistematieeimbolico de mudancas relacionadas com a nocaordebiéidade no contexto
daTCC

AEALS fl(xg) | hmf (X;Y[})_f (XU?YU) :q(‘{];}u)f

Wy LS T Fi@ hmw
T e

(TATROTE REFERENCLA SDVBCLICO NUTACIONALREATRV ADROESOETERNACAD

Fonte: (AUTORA, 2015.

Na Figura6 a seguir divisamos as mudancas notacionaigcentuamos também, as
alteracbes operacionais conceituais, exigidas pela alteracdo progressiva do sistema
notacional, envolvedo a compreensao da definicdo de integral, desde a Variavel Real, até ao

trato da Variavel Complexa.

Figura 6- Quadro sistematiceimbolico de mudancas relacionadas com a nogéo de integragdo no contexto da

[fod [T Ao [ e

[k =[] s = ot

[ o |[] feoydy [ [] fecpadde [ (x)d‘:RE(E i
QUADRODE REFERENCIA SIVBCLICONOTACIONAL RELACIONADO CCOMOPROCESSO I INTECRAGAO |

Fonte: (AUTORA, 2015.

Ora, acerca das ideias atribuidas a essas figuras anteriormente apresentadas, podemos

inferir que asimples mudanca da Varidvel Real para a Variavel Complexa proporciona ao
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estudante um quadro de injuncdo que estabelece uma diversidkwles d®nceituais.Por

exemplo, sabemos que o simbolo matemagpg =g a(x -x)", ondea |l IRe xi IR é
n=0

a vari 8vel, representa uma s®rie de pot°nc
situacao é semelhante, de raogue a série de poténcia é uma série infinita indicada por
S(z)=g'1a,(z-g)”(‘) ( SHOKRANI AN, 2009, p . 229) . Temo

n=0
acodada da afirmacdo do autor pode transmitir que sdo poucas as mudancgas conceituais em
guestao Por exemlp, uma funcédo na Variavel Complexa, podemos usualmente denotar da
seguinte maneira:

w=1f(2 U3 Nz Re(f(3) Imt(p

para indica a parte real e a parte imagimdde uma funcdo(NEEDHAM, 2000, p. 56)
explica que MfAobt er e mo sinsightmeatya a ima func@of peton s i d e
desenho de figuras mostrando seu efeito sobre pontosseufwamas. Todavia, seria muito

bom se pudéssemos obter o comportamento simultanégpdea todos os valores d .
Sabemos que, um dos métodos para sdsana grafico de uma funcad(x), na
variavel real, consiste em inspecionarmos, por exemplo, o comportamento de uma curva, no

plano IR?, para todos os valores del Don{ f). Ou ainda, nos determos ao estudo dos

pares ordenadogx, f (X)) IRP. N&o obstante, quando natemos ao estudo de fungées na
Variavel @mplexaz, tal abordagem ndomdais praticavel, uma vez que, para compreender o
comportamento do pafz, f(2) A pr eci s a modimens@&s. uas pfaa= x Hy e
duas que correspondef(z)=u iv0 ( NEEDHA M, ZE6td dutor dyerte aibda ) .

gue embora necessihos de um espaco de quaﬂimensée:{lR“) para descrever 0 conjunto

dos pontos(x, y,u,V)=(z f( ), o fAgr8fico, ele pr-prio ® |
apenas dois numeros reais S80 nécess 0 S para identificar ca
(NEEDHAM, 2000, p. 56).

Ora, (NEEDHAM, 2000) aponta claramente este e outros entraves no estudo de AC,
guando negligenciamos as possibilidades e potencialidades da tecnologia, com vistas a
explomcdo do componente visual e perceptual. Neste sentido, reesérajue, com a
exploracdo dosoftwares Geo€brae doCAS Maple conseguimos descrever, do ponto de

vista graficegeométrico, o comportamento de para todos os vales ded N E.
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De modo recorrent NEEDHAM, 2000) sugere o uso do computador com vistas a
expansdo da compreensdo dos fenbmenos mateméaticos registrados exto cdat AC.
Negligenciar o estag atual da tecnologia e suas potencialidades, possvee, permite
relegar " s tarefas de cunho intelectivo dos
emprego restrito e pouco refletido de propr

Na Hgura 7 que se segueenfatizamos um modo de wuishbrar certos graficos de

funcbes do tipow= f(2). Nest e s entfi(zdde um poatoz ipade sgredascrito
por meio de sua distancjd(2)|, a partir da origem, eodanguloarg[f (z)] formado com o

ei xo Ox. 0 ( NEED-HAW®,autae éeéntplifica gua abwrlagem, por exemplo,

no caso das funcbef(z) = z e f(2) = Z. Nos casos abaixo, observamos o comportamento

das superficies ntR® determinadas pde| e |2, respectivamente.

Figura 7- Método proposto por Needham para visugiizade gréficos de fun¢des dariavelComplexa

Fonte: (NEEDHAM, 2000.

Posto issop processo da Transicdo Complexa do Calculo, envolveepertdio de
mudancas conceitusgicom respeito a mudancas de varia@sal para a Complexa). Esse
processgpara oexpert além de naral e imediatose torna mais atratiygois permite a
exploracdo de certas no¢des de modo mais geral e estruturante. Por outro lado, do ponto de
vista do aluno (o aprendizesse procesgmode envolver uma série de barreiras e entraves ao
entendimento e, dessa maneirdicditar sua evolu¢cdo no contato com umatématica de
cunho mais avangado.

Diante do contexto expostouscamos demarcar certas mudancas CORI®Io
ambiente de passagem da Variavel Real para a Variamepléxa, que indicamos por
IR- C. Temosdesta forma, cunhado em nossos escritos o tdmansicdo Complexa do
Célculoi TCC (ALVES, 2014a; 2014b; 2015).

Do ponto de vista conceitual e epistemologico, as mudas@@asconsideraveis no

ambiente darCC. Com efeito, as t@bogias que podemos definir efR e emE ndo sao
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idénticas. Ademais, diferentemente da unidimensionalidade da reta real que, condiciona o
proprio estabelecimento para o significado+deou - &, i N 0E nad esta aefinido uma
dire-«00 (SHOKRANI AN, IR potlemps agquirir ® énjendiméneo dd a t c
infinito como um ndimero muito grande positivo ou muito pequeno negativo. Nao obstante, no
caso do plam complexo, necessitamos ainda na nocdolaleo complexo estendidm esfera

de Riemann(LINS NETO, 2012, p. 2498que pode envolver um processo matematico
construtivo. Consequent ement e, passamos a

Neste context, por exemplo, ndo ha sentido em emprelgarf(z) =L ou lim f(z)=L.

Por outro lado, desde que assumimos uma posicdo concorde com a de (KRANTZ,
1990), determinados tdpicos, intrinsecamente complexos, se tornam paseiv&isenh
reinterpretados, na medida em que, exploramos uma linguagem geométrica adequada.
Segundo (KRANTZ, 1990, p.5)

A abordagem geométrica proporciona um novo caminho de perspectivar um
assunto em variavel complexa. Isto é a fonte tentadora de now&degle
Porém, proporciona também um vasto campo de poderosas e diversificadas
armas que sdo aplicaveis em problemas tradicionais. Qualquer numero de
guestdes envolvendo aplicagdes e conformalidade, até certo ponto, se tornam
compreensiveis por meio de utirguagem geométrica

Sendo assim, o autor (ALVES, 2014) desenvolve essa teoria, TCC, com o0 objetivo de
amenizar as dificuldades encontrada pelos alunos nesse processo de transi¢cao, pois 0 mesmc
pode envolve elementos que causam ruptur@sseprocesso, ou seja, fatores, elementos,
aspectos de natureza variada, que desempenham um papel complicador e que, até 0 momento
ainda ndo receberam a atencdo meredrta. outro lado, a ideia dessa teoria, TCC, é
indicarnos determinadas possibilidades ebeplorarmos a tecnologia, no sentido de
evidenciar/distinguir/compreender o papel dessas categorias de,fatptesa e transicao
Significa dizer que identificada as dificuldades que o aluno pode vim a desenvolver ao entrar
em contato com esse processe Transicdo, o autor (ALVES, 2014) desenvolve uma
perspectiva de exploracdo da visualizacdo de propriedades geométricas, com 0
inspecionamento da tecnologia, em que acregitgue essa incursao permite a com@&en
desse processo de mudanca e, comgssilitando o processo de transicdo pelo aluno, sem
grandes complicagfes, tendo em vista, que a ideia dessa teoria € permitir que 0s conceitos

trabalhados, possam seboadados pela tecnologia, posibilitando o inspecionamento da
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visualizacdo para progiades geométricas desses conceitos da AC.

A seguir mediante a discussdo ora realizadapnesente secaapresentaremoa
justificativa do nosso estudo, em queEeatuamos dois elementos que devem suscitar 0 N0sSso
tema de investagdo. O primeiro elemento, de natureza enddgena, aponta as profundas
alteracdes tedro-conceituais, na passagem da Variavel Real para a Variawaghl€xa. E, o
segundo elemento que, apesar de relativa restricdo e pouca visibilidade, no ambito do ensino,
diz respeito ao discurso publicizado por investigadores e especialistas, dando conta dos

problemas na area.

1.3 Justificativa Do Tema De Pesquisa

A partir do levantamento bibliografico indicado na sec&do anterior, sobretudo os
elementos de ordem ispemoldgica e, ainda, por constitse um conteltdo regular e
obrigatério em cursos de graduacao (licenciatura ou bacharelad®datematicano Estado
do Ceara, defendemos a relevancia de investigacdes nto &loldnsino de AC, sobretudm,
tipo de invedigacdo que explora a tecnologia, com o escopo de descrever/proporcionar
determinados cenarios de aprendizagéferehciados daqueles que se iapd apenas =
proposta de livros de Variavel Complexa.

Constatamasna revisdo bibliografica anterior, qeen suamaior parte o foco de
interesse recai sobre a transmissao e aprendizagem de conceitos elementares radaambit
AC. Ademais, com origem nas ideide (NEEDHAM, 2000), perspectivamos elementos
diferenciados e necessarios para a abordagem e transnig&icadios contetdos de AC.
Desse modo, a exploracdo da tecnologia emaf imprescindivelno sentido de
perceber/identificar certos elementos

Ademais, a despeito do carater compulsorio de estudos dos conteudos de AC na
academia, afetados pela perspectcomentada na secédo anterior do TCC, apontamos
problemas relacionados aos fendbmenos de ensino e aprendizagem que exigem vigilancia e
uma apreciacao pormenorizada e sistematica de investigacao.

Vale assinalar, ainda, que evitamos comécdasiderarnosss relacbes pessoais,
individuais e subjetivas de envolvimento com o assunto, por se tratarem de elementos de
ordem indistinguiveis num relato de natureza cientifica. Dessa forma, apreserga de
modo resumido, trés elementos que confirmam a relevaecigustificativa do

desenvolvimento para 0 nosso trabajiar, meio da reviséo bibliografica,saber:



- O carater compulsorio de estudos dos contetudos de Adcumacadémico;
- O periodo exigido de treinamento e contato com os estudantes (que podaadsixar
- O entraves deatureza variada indicados pela TINC e peBicC.

Assim, a série de Laent foi escolhidgor se tratada generalizacdo estruturarte
nocao de sequéncias e séries, que possui um marco de contato inicial, praticamente, desde o
CUV, passando pelo CVV e volta a se manifestar como objeto de estudo na AC, como

acentuana figura8 aseguir,(ALVES, 2016).

Figura 8- Quadro que mostra o processo da transigatpara a varidvel complexa
|

uii‘-:.f L0 T ui Ui
) 2 (z), Yy = Za (-5 2 Za 1)
=
|
Fonte: (ALVES, 2016)

A segquir, realizamosuma dordagem stinta que contém as ideiarteadoras do
Captulo 1 de nosso estudo.

1.4Delimitagdo Do Problema

Diante do nosso debrucamensabre trabalhos/pesquisas, elaboos a revisédo
bibliografica. Pr meio da mesmapodemos identificar a graadcomplexidade que a
disciplina de Andlise Complexa representa para os alunos, visto que a mesma envolve carater
de abstracaoque dificultao processo de aprendizagem dos estuda@aso resultado
coletado € a ndo exploracdo geométrica dos conteudeodadbs nessa area, em que o
meétodo de ensino segue um mod&iandard que é consequéncia direta da abordafsta
pelosproprios compéndios especializados.

Em seguida, realizamos um estudo sobre o processo que envolve mudancas de
variaveis, vto que foi um dos principais problemas apontadosspealstores no que
concernem sibarreiras existentes na aprendizagem do aluno. Desse modo, pdaemopse
0s principais problemas encontrados sao:

- 0s autores de livros enfatizam o caralgoritmicocondicionado pelAC;
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- a nogdo de existéncia matematica & admitida de modo automético pelos autores;
- 0S aspectos t@hdgicos locais, de aplicacdo da A8o desconsiderados;
- a visualizacao significacao graficajeomeétrica dasimbologias séo negligeradas.

Com base nesses entraves, formulamos as seguintes hipoteses de trabalho que serac
objetes de investigagd empirica nesse estudo tedricaitrigétanto, podem ser objstae
interesse em outros estudos empiricos, envolvendo a mesmécaematoutro tpico no

ensino da AC

Hipotese 1A mediacdo encontrada nos livros de VC ndo promove a visualizacdo e o
entendimento gratb-geométrico (local) atinentesérie de Laurent.

Hipbétese 2: O uso dosoftware GeoGebra permite a manifestacdo dasegorias
intuitivas, no contexto de ensino da série de Laurent.

Diante do cenario expostonesses entravekestacadqggessaltamosa necessidade em
realizar um estudaujo objetivo envolvesseidentificacdo de modo empirico das categorias
intuitivas, que iremos detalhar noaBtulo seguinteNo contexto de resolucae situacdes
didaticasque envolven a série de Laurent, amparadas pafiwareGeoGebraenfatizamos
gue ndo elaboremasm tépico especifico para o GeoGebra, pela existéncimlaeeros
trabalhos que ja apontam a relevancia dessk#ware no contexto do ensino e na
aprendizagende contetdos especificos da Matematica.

E para concluir a secdo, elegemos os objetivos de interessejadmnonencionado
anteriormentgee justificandoo tema de estudo.

A seguir apresentaremade modo detalhad@as teorias quaos auxiliardcom o nosso
fenbmeno de interess8alientamosde modo sucinto que oafitulo 2 consisteem nosso
quadro tedrico, compastda TSD, metodologide ensinoresponsavel pela elaboracao das
situacdes idaticas, Categorias intuitivaesponsavel pela interpretacac dados recdlidos
na fase de experimentac@a ED, que conste na metodologia de pesquisaponséavel pela

organizacdo do ambienteeocorrerdo desenvolvimento das situacdes didaticas.
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CAPITULO 2 - REFERENCIAL TEORICO

Constéaamos nas secdeanterioreso papel da visualizacdo com fins den melhor
entendimentgara a compreensao goocesso de transicao, istopgpcesso de mudancas das
variaveis lembrando que adea que nos autoriza a faldavisualizacdo é o TCC (visto no
Capitulo anterior) Tal capacidade ontoldgica exigira uma apreciacdo de inUmeros aspectos.
Assim manifestamos uinteresse proximo ao de (AL\& 2011), desenvolvido em sua tese.

O autor trabalhou com uma perspectiva de complementaridade de certas teorias e interesse
especialpela visualizacdce que segundo(DUVAL, 1999), é uma atividade cognitiva
intrinsecamente semiotica, diferente da visa® mps fornece um acesso direto ao objeto.

Diante desta perspectivagsie @pitulq vamosdetalharos principais topicos das
teorias que escolhempara compoo referencial teéricdessgesquisa, a sabexr:Teoriadas
SituacBes Didaticas déBROUSSEAU 1986, a Teoria das Categorias do Raciozini
Intuitivo de (FISCHBEIN, 1987), em que optamos pelalescricdo e caracterizacde sua
naturezae a EQ de(ARTIGUE, 1988), como metodologia de pesquisa.

Assim, assumimos a nessidade da visdo @enplementaridadalas fundamentactes
de (BROUSSEAU 1986) e (FISCHBEIN, 1987) com a intencdo precipua dérecer para
nosso estudo, nas ocasides de aplicacdo das sequéncias de efd&rie da Laurentuma
maior complexidadeou seja, como jA haviamos m&madg a TSD nos permitira a
elaboracdo das situacdes didaticas, em que nas suas fases piegisteamo® papel da
teoria de Fischbein, que consiste em identificar em cada momento didatico qual tipo de
raciocinio intuitivo esta sendo manifestaddese modo,nossa primeira discussédo diz
respeitoa metodologia de ensino escolhjdBSD, que vem sendo discutida e utilizada em
varios trabalhos da vertente francesa, que € caracterizada por um esquema experimental de
situacBes didaticas que se desenvolvemncantexto sala de By sendo mediadas pelo
docente. Apresentaremos também o detalhamento de suas fases, assisn@oatacio com
0 objeto de estudo.

Posto isso, elaboradas e aplicadassituacdes didaticas, utilizaremas categorias
relacbnadas ao raciocinio intuitivo, na visde (FISCHBEIN, 1987)para interpretarmos os
dados recolhidosa nossa experimentacdmntevemos que a respectiva teoria se masinao
um elemento que assumimos detgrogsibilidade de evitar os problemas apontadeEnsino

da Andlise Complexa. Atenuands maleficios dpensamento algoritmig®@TTE, 1991)
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Por fim, detalharemos nossa metodologia de pesquisa, assim como sua adequacéo em
nosso estudo.

2.1 Teoria ds Situacdes Didaticag SD

Na Francaa Didatica da Matematica conheceu grande desenvolvimento consistente e

rapido. Neste sentido, no rol dos trabalhos fundantes dos an@dARGOLINAS, 2004, p.

4) indica as comibuicdes ddDOUADY, 1995 e (BROUSSEAU 1998). No que diz respeito

ao surgmento de um novo paradigma que evolui com a contribuicdo desses e outros
trabal hos, vale observar que feste paradiagr
resultados envolvendo o contexto da Matematica, e ndo garantimos nenhuma passagem
outrasdi sci plinas.o (ldem, 2004, p. 4).

Todavia, antes de desenvolvermmsaargumentacdsobrea metodologia de ensino
evidenciamos a defini-«o recente da Did8ti c
a ciéncia de estudo e de auxilio de questbee Mm@ t i cas. 0. ( BOSCH & CHE
apud MARGOLINAS, 2004, p. 5). Um marco historico pontuado PRARGOLINAS,

2004, p. 13), diz respeito aos estudos desenvolvido@BRODUSSEAU 1986) nos anos 70.

Tal perspectiva inseriu, de maneira irreversivel, perapectiva experimental para a Didatica

da Matematica. Neste sentido, a autora acrescenta ainda que uma das originalidades do
paradgma francofono de pesquisaemd 8t i ca da Matem8tica ® fAa
situacBes fundamentais, e ndo apena®ogressao (supot ament e mel hbste) do:
ponto de vista Atraz para a pesquisa as <co
conheci mentos dos alunos, e n«o apenas as ¢
(MARGOLINAS, 2004, p13).

Nos trabalhos do amago da DM, colocaremem evidéncia, neste escritos
produzidos poBROUSSEAU(1986) Em sua tese de doutorado intitulad@orisation des
phénomenes d’enseignement de mathémati(feesizacdo de fendmenos de ensino da

Matematica), o didata apreseetasua tese a seguinte afirmagéndamental

Para produzir, melhorar, reproduzir, descrever e compreender situagdes de
ensino da Matematica se torna necessario e possivel teorizar esta atividade
de ensino como um objetoiginal de estudo e ndo somente como a simples
conjuncdo de fatos teorizados unicamente por intermédio de dominios
autbnomos, como Pedagogia, a Sociologia, a Psicologia, a Matematica, a
Linguiistica e a Epistemologia.
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Temos entdo do excerto anterior, quautor nogornece a indicacdo de elementos
essenciais a praxis do Professor de MateméatRsl ao mencionar, no inicio de sua tese que
® evidente que para se mel horar o ensino d
apenas os resultados, masik@m as condicdes nas quais eles foram obtidos e de modo que
tais condi-»es sejam reprodutzveis. 0. (BROL
Ainda esclarecea possibilidade de reproducdm ensino de Mateméf, quando

acrescenta ainda que:

Esta reprodutibilidade immgla uma descricdo, ndo ingénua, de todas as
condicbes observadas, mas seletivas e que repousam sobre uma escolha
pertinentes as variagbes possiveis de efeitos reconhecidos. A
reprodutibilidade repousa, entdo, na compreensdo dos fendmenos
fundamentais, isté do tecido de relacdes atestadas, constituindo a teoria e
permitindo se escolher as condi¢cdes de ensino, de explicar seus efeitos e de
prevélos. (BROUSSEAU, 1986, p. 3)

Com isso, o didata matematiotanifestaumaespecial atencdo pela aprendizagem em
Matematica. Neste sentidgublinha determinados aspectos vinculados ao processo de
Aaprendi zagem por mei o de adapta-»eso. o d

Piaget. Por outro lado, adverte que:

A problemética da aprendizagem por adaptacgdéra pesquisarmos, em
cada atividade proposta ao aluno, que provogue nesse aluno a criagdo de um
conhecimento visado em termos de respostas e circunstancias. E raramente
possivel de se obter, de modo subito, nestas condi¢des, um saber correto,
preciso e dfinido. Ao contrério, tais circunstancias sédo frequentemente,
locais, particulares e, além disso, ligadas indevidamente, por circunstancias
escolhidas, a outros conhecimentos, ainda provisoérios e incorretos. Devem,
pois, evoluir, com fins a se inscrevamm génese visando um saber cultural
correto.

Dessa forma, o autdruscadescreveuma relacdo didatica, habitualnemescrita de
forma ternaria, 0 seja, o professpo aluno e o saber matematico, que deve ocorrer de modo a
possibilitar a adaptacéo den saber, ou sejarovocandaos alunos as aprendizagens projetadas,
colocandeas em situacBes apropriadas as quais o aluno responde, espontaneamente, por intermédio de
adaptacoes.

Em sua tese intituladaThéorisation des phénomenes d’enseiggreg des
mathématiqueBROUSSEAU 1 9 8 6 , p . 70) explica que uma
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seu significado a partir da aplicagcédo que lhe fazemos, na funcdo que desempenha, na sua
constituicdo com outras e, sobretudo, nos problemas que permite résolvers s i m, com
em tal perspectiva, do ponto de vista didatico, o professor deve buscar a apresentacdo de um
objeto matematico ou o entendimento de uma estrutura matematica, ndo apenas restrita a
relevancia e valor interno a propria Matemética, mas tambkéa significancia adquirida a

partir das vivéncias que proporciona ao aprendiz, com origem num repertério amplo de
situacOes problema que permite explorar.

Desse moddjiante do exposto sobeeteoria da TSD, salientamos 0 seu uso em nosso
estudo, pois de acordo com o detalhamemtalizado acima sobre mesma, podemos
compreenderque diante do quadro de dificuldades existentes com a aprendizagem em
Matenmatica, arespectiva teoria surgemo suporte ao trabalho docente. Assa relacéo
com 0 nosso objetale estudosurge exatamente por sentir a necessidade de realizar uma
pratica alternativa de poder trabalhar com 0 nosso objeto matematico, tendo em vista a revisao
bibliogréfica que nos apont@érios entraves no ensino da A©s#® issousaremos deoria
das situacdes didaticag SD, (BROUSSEAU,1986) em que analisamos 0 uso de tal proposta
como metodologia de ensino, no que se refere ao processo de aprendizagem em Matematica,
mais especificamente, de acordo coasso interesse de inveggtao. @ seja, por meio da
TSD, instrumento de mediacao didatidasenvolveremoatividades/situacdgsroblema, que
nos possibilitardoa identificacdo de modo empirico daciocinio intuitivg em que
assumimos como objetivo geral de nossa investigacao.

Notese que procuramos adentrar na concepcdo e na elaboracdo das situacfes
problema, elementos diferenciados, do préoprio modeladardabordado nos compéndios
especializados, tatpue possam promover o @stilo visual e a compreensao das sirobis
que facilitan o processo qUEALVES, 2014, aborda em sua literatura como serthmsicao
complexado CalculeTCC.

A teoria das situacdes didaticas foi desenvolvida(BRROUSSEAU,1986),em queo
mesmo busca criar um modelo de interaeéitre o aluno, o saber e o miffeno qual a

aprendizagem de conceitos matematicos deve ocorrer. Para o autor:

Um processo de aprendizagem pode ser caracterizado de modo (se ndo
determinado) por um conjunto de situacfes identificaveis (naturais ou
didaticas) reprodutiveis, conduzindo frequentemente & modificacdo de um
conjunto de comportamentos de alunos, modificagdo caracteristica da

% Local ou meio que proporciona a interacdo do aluno e professor, com as situacdes didaticas.
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aquisicdo de um determinado conjunto de conhecimentos (BROUSSEAU,
1975, p.6apud ALMOULOUD, 2014, p.31).

Temos que quando o aluno entra em contato com o milieu, e por meio do mesmo
sugere adaptacdes/desequilibrios, desse mesda acdo, segundo o autor, resultard em um
processo de aprendizagem, tendo em vista que as sitymobémma que sergmropostas aos
alunos devem levlps a pensar, refletir, agir, evoluir, visto que o aluno aprende por vontade
propria aguémda vontade do professor ou da escola. Tal situacdo é caracterizada por
(BROUSSEAU 1998) como situacdo didatica, em gesegundo o autpe 0 mometo em

que:

O professor elabora uma situagé&oblema para o aluno, € 0 mesmo aceita o
desafio, e em particular se responsabhilitapor sua aprendizagem, neste
processo o0 professor recesa a intervir como aquele que propde os
conhecimentos que pretenfiezer surgir. Desse modo o aluno tem em sua
concepgdo que o problema foi escolhido para-leva adquirir um
conhecimento novo, mesmo nédo tendo a autonomia em resoHmidea
forma completa. (BROUSSEAU, 1998,58, traducdo nossa).

Em outas palavrasconsiste em o aluno aceitar um problema, elaborado pelo
professor, aceitando as consequéncias dessa transferéncia e agir sobre 0 mesmo,
caracterizado por devolucao.

Antes de descrevaros as fases da TSD, enfatizamos ao leitor gme nosse
comentarios temos inferido um tipo de raciocinio que ncapode vira manifestar nas fases
da TSD, mas salientamos que essa inferéncia € feita de acordo com a teoria das categorias
intuitivas, que veremos logo adianteosk isso, vemos guas ideias que essas categorias
intuitivas assumem se assemelhamtaso da ocorréncia nessaspectiva fases.

Assim sendo(BROUSSEAU,1986 caracteriza e distingues momentogle ensino ou
momentos didaticoacao, formulacaojalidacéoce instiucionalizacaaa seguinte maneira:

i) Dialética daagéao

Segundo(ALMOULOUD, 2014),a dialética da acaconsiste em colocar o aprendiz
numa situacao de acgéo, ou seja, nesta etapa de ensino, 0 pesquefadsor apresenta uma
situa@o-problema, em que é necessario que a mesma faga sentido para que o aluno haja sobre
a mesma, descrita para um grupo de alunoseomaldo individual, que recorreeds seus
conhecimentos prévios, como forma de atacar ao problema. Nestadiasa intervecao

direta do professor, o aluno itdar um conjunto de conjecturasn que elgpode melhorar ou
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simplesmente abandonar, caso ndo apresente a condigdo de éxito na solucdo do problema. Ne
figura 12 aseguir temosas relacbeatinentes &ssa fase de aga

Figura 9- Representacéo dos elemergosolvidosna fase da acéo.

Informacéao

Aprendiz

Situacée
problema

—
Acéao
Fonte: (AUTORA, 2016).

Comentarios:Um exemplo de situacdo de acdo manifestada pelo sujeito, em nosso
trabalho, consiste em o aluno ler a situggésblema, extrair informacfes que diz respeito a
escolha de regides anelares no plano complewo que aséies converge/diverge. d3se
modq os discentesse sustentard@om o apoio computacionadp software GeoGebrague
permite explorar percepcace avisualizacaopor parte doslunos. Ademais, a intuicdo que
possui a maior probabilidade de ocorrémassa fasgé aintuicdo afirmativa

i) Situagao de formulagéo

Segundo (ALMOULOUD, 2014), essa fase é destinada a ds@es, também
identificada por troca de informacdemm quehd uma relacdo de aperfeicoamento entre
professoraluno-saber, em que 0 sujeito i@resentar suas estratégias utilam para a
solucdo do problema. Tambéardo aprimoradas pelo profess®endo qe o mesmo alerta
sobre a possibilidaddge estratégias exitosas ou ndesse processo 0 emissor pode expor ao
receptor uma linguagem natural ou até mesmo matemBgcéigural3 a seguir a mesma

aborda as relagbes nessa fastodaulacéo.



Figura 10- Representacéo dos elementos que envolvem na fase da formulagéo.

: - — emissor
— informacgao

Situacao | mensagem

s

— receptor

Fonte: (AUTORA, 2016).

Comentarios:Nesta fase de ensino, proporcionamos uma abordagem das siuacdes
problema, de modo que aluno ralizarda descricao analitica do problema envolvido, ou
seja,por meio de calculos algébricd3esse moday aluno anafiara a regido anelar eqne a
sé&ie convergaliverge compredominanciale simbologias formaisNesse momento didatico,

a probabilidade de oo@ncia do raciocinio intuitivé a intuicdo antecipatoria

iii) Situagao de validagao

(BROUSSEAU 1998 afirma queos momentos de acao e formulacao necessitpas
0 processo dariacdo de conjeatas, passar por uma éea de correcdo empirica, como
forma de assegurar a pertinéncia, a adequagidal conhecimento. Dessa formam
consequéncia dafases anterioes o sujeito ndo serémas um informante massim, um
proponente, enquanto que O receptor serd agoma oponente, em que apresentara
argumentacbes a medida que ndo condizer com suas expectativas. Dessa forma, segundo
(ALMOULOUD, 2014) essa fase consiste napresentacdo e organizagdo de
esquemas/modelos que visem a solucéo final do problema. Nesta ocasido, os alunos estarao
organizados, seja em grupos ou de modo individeral,quedevem expor as estratégias
utilizadas, usando uma linguagem formal/matematieamodo que a exposicdo de suas
solugdes possa conduzir aos objetivos solicitados eeocavos demais, professor s
outros grupos de alunos, que suas argumentacdes possuem veracidade

Comentarios Nessa fase o aluno icbnfrontar as repsentacdes geométricas que ele
obteve na fase da acgéo, ou seja, por meio do componente, eieuglode determinar as
regibes em que a série m@rge/divergee, em seguidaird comparar com a resolucéo
analitica. Sendo assimele compreendera que ambas aBatégias utilizadas o conduz a
mesma solucdo, mas € interessam@tzarmos que no tocar ao alixicomputacional, o
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aluno desenvolvera um entendimento técito e intuitivo, diferente do qupa@rgomado pelo
trato algébrico

Desse modo, percebemosedoda a descricdo mencionada anteriormente caodiz
as fases dialéticaou situacfes didaticas, em que o professor teemsparte de sua
responsabilidade ao aluno, conforma do mesmo obter uma aprendizagem baseada na
simples mediagéo docente, istof@&erdo uso de conhecimentos préviGamissq espersse
que o aluno possa nao apenas adaptar esse momento como uma simples mudanca na
transmissao didatica, mas que compreenda seu objetivo em termos de evolucdo do saber
cientifico. Logo apls toda a prodg; elaborada pelo aluno, o professor retoma sua
responsabilidade caracterizando esse momento como institucionalizagéo.

iv) Situacgdo de institucionalizacao

(BROUSSEAU,1986) percebe que ap6s o conhecimento ser validado pelo aluno, é
dever do professor retwr todo o saber produzido. Com isg6L.MOULOUD, 2014)
menciona quessa fase consiste em homologar um saber cientifico, ou seja, apos ele ter sido
construido e validado, o mesmo passa a ser considerado patriménio cultural do saber
cientifico. Isto implia dizer que novo conhecimento vai fazer parte do patriménio da glasse
embora ndo tenhamala o estatuto de saber social

Por exemplo, em nossa experimentaca institucionalizacdsel o enunciado do
teoremade Laurent.

Desse modo, podemos compreenal@arater imprescindivel da ado¢édo de uma acao
sisteméatica de mediacao e transmissdo em sala de aula do contetudo proposto e discutido. Por
esse motivo, trabalhamos com a TSD.

A seguir, dianteda preocupacédo didatica camobjeto de estudo, série de Lauren
elaboramos situacfes didaticas mediadas pela TSEys#ido realizada anteriormente. Dessa
maneira como jA haviamos mencionado o interesse de invedtigapresentaremos
descricdo ea adequafo da teoriacategorias intuitivgsem nosso estudd.emlramos ao

leitor que a mesma é a nossa teoria de ardiselados recolhidos na experimentacao

2.2 Categorias Intuitivas no Ensine Yariavel Complexa

Por séculos, varios matematicos buscaram uma praneao 5° postuladde Euclides

poisii A pae de parecer correto, ndo se mostra claramente evidente. O problema basico com
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esse postuladd ndo importando a forma pela qual é exprdsgoque admite, implicita ou
explicitamente, a possibilidade de retas in

Observermns que o0 objeto de atencdo desses matematicos no passado foi@p&nas
postuladaode Euclides. Btretantg sublinhamos que o carater elidénciando pode ser uma
qualidade intrinseca a esse objeto. Pois, se tal fato fosse verdadeiro, qualquer mgtamatico
observador comum), ao contemplar e direcionar sua atencéo, sua atividade intelectiva ao
mesmo, desenvolveria, consequentemente, 0 mesmo sentimento (sensac¢ao), o qual detém um
carater privado, subjetivo, condicionado de modo idiossincrasico. Aquele jaratematico,
corriqueiramente repetido que di z: AHS, ®
Entretanto, na pratica, ndo é bem isso que se pode concluir.

Dai, depeendemos que o termo evidéncido se refere a um fator qualitativo,
particular evinculado ao objeto. E simfirmamosoriginada de uma relacao que se estabelece
entre sujeiteobjeto, num momento inicial, de modo tacito. Cabe assinalar, também, no
excerto em destaque, que o termporeto € vinculado, de modo subliminar, a um determinad
corpus teodrico formal, que confere a determinada sentenca proposicional, o carater de
credibilidade consisténcia elimina considexeelmente uma chance de davida.

Posto isso, temos quetipo de categoria intuitiva de conhecimento foi objeto de
atenc@d e reflexdo por parte de inimeros filosofos, coassinala(FISCHBEIN, 1999.

Dentre algumas das figuras emblematicadem destacar, nomes conieibniz, Descartes

Spinoza, Kant, Kline, Bergson Bunge. No rol desses e outros pensadores, registramos a
diversidade de significados atribuidos a faculdade ontoldgicait@ggue nomeamos por
intuicdo.fn Font e Yl ti ma para determinadas Semmo dade
vista como stratégia mental que permite alcancar a esséncia e a manifed@agdo
fenbmeno(OTTE, 1 99 1, p . 281) explica que fa intul
de l6gico, ou de formal. A l6gica parece ser compreendida, enquanto que a intuicaesenostra
indefin2vel . 0.

Por fim, no rol dos significados que podemogistar na literatura especializada,
atribuidos aintuicéo, vale salientar que, no interior da esfera de praticas vinculadas a
determinados saberes cientificos, 0 que nomeamos por intuicdo recebe, por vezes, uma
conotacdo que se contrapdem aos termos ssygrestos reconhecidos na Logica (OTTE,
1991).

Postoisso, podemos compreender que a intuicdo € um forte elemento, que aparece

muitas vezes como solucionador de problenaggsar de quenem sempre sepapel é
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compreendido Desse modo, assumindo o inteeeste idetificar categorias intuitivas, m
decurso de nossa experimentag@emos trabalhar com a teoria @€ISCHBEIN, 1987),

como teoria de andlise. Antes de detalharmos o0s respectivos raciocinios intuitivos, que
assumimos como interesse em nosso esttainos discutir um pouco sobre a natureza dessa
teoria.

A teoria de(FISCHBEIN, 1987),sobrecategorias intuitivagjiz respeito ao papel e as
fontes de explicacdo da natureza do conhecimento que obtemos por meio da faculdade
psiquica que nomeamos deuiiggio. Com isso,assumimos interesse por essa teoria, pois nos
auxiliard em nosso estudo, a interpretar os resultados previstos na resolucdo das situacdes
didaticas, visto que, como ja fanencionadaanteriormentea adequacdo da classificacédo
proposta porFISCHBEIN, 1987) & oportuna, pelo fato de indicar fortes ligagbes com o
processo solucionador de problemas.

E importante destacar que seguiBtSCHBEIN, 1987, o tipo de raciocinio intuitivo
que pode ser manifestado por um sujeito no contexto de réesldg situacdes didaticas,
envolve o carater de maturidade e de experiéncia, por exengtieidade de unexpert(seja
um matematico, fisico, engenheiro, etc), urge distinfgumas de pensamento especializado,
elevado e complexdPor outro lado, temos aluno que pode nédo vim a desenvolver uma
ampla intuicdo, tendo em vista, sua propria experiéncia.

Todavig antes de descrevenos as categoriagntuitivas do nosso interesse de
indagacao, surge uma condicgine qua nonreferente ao entermdento da natureza/funcéo
dos processos cognitivos, com base intuitiva. Para f@A®CHBEIN, 1999) desenvolve um
discurso mais detalhado no artigo intitulatiduitions and Schemata of Mathematical
Reasoning Nesss escritos encontramos a delineacdo dwgnificado de algumas
caracteristicas que fazem parte dmsocinios intuitivogjue almejamos identificar em nosso
estudo

Assim, (FISCHBEIN, 1987)explica que em tais raciocinigggdemos identificar

- cogni¢cbesauto evidentes significam que intuic® sdo aceitas sem que o individuo

manifeste a necessidade de uma checagem ou pmmsterior|

- convicgao intrinsecadiz respeito a uma cognicao (de natureza privada) intuitiva usualmente

associada ao sentimento de certeza, convic¢ao de seguranca;

- sentido coercitvo que a intui-«0 manifesta um Oef e

estratégias de raciocinio do individuo e sua selecdo de hipoteses e solugdes. Isto significa que
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o individuo tende a rejeitar/negar interpretacdes alternativas cemouds quais contrariem
suas intuicdes privadas;

Sem mais delongadgescreveremoss tipos de raciocinios intuitivos que pretendemos
gue sejamdentificados, por meio da resolucdo de situacOes didaticas, pelos sujeitos de nosso
estudo assim compas poswilidades de sua manifestagdssinalamosentdoas seguintes
categorias intuitivasntuicdes afirmativasintuicées conjecturajsntuicdes antecipatérias

Assim, Fischbein(1987)explica que

Intuicbes afirmativas o elemento solucdo € implictcGGdoir epr esent a- »
interpretacbes de varios fatos aceitos cormato evidentesou autoconsi st ent ¢
(FISCHBEIN, 1987, p.58). iA gener ali za-«0 surge de moc
acompanhado de um s eFSCHBEENN1OEY, p.d5e). Assansdmenden - a .
ao ser questionado, o sujeito podera verbalizar, explicar e detalhar o motivo da ocorréncia de
determinado feeling ou a impressao psicologica correspondente a unupripdade
matematica particular, ou sejgode ocorrer o emprego de uma estratégpecifica. Bem
como, apos o éxito ou o fracasso de um plano de execucéo, com vistas a solatfiofes
afirmatvast omam espa- o, mai s uma v e Zfeelingn o g lsee n t
impulsionard, possivelmente, o solucionador na resolugdo do npesbiema ou de um novo
problema, com um nivel risasistematizado que o anterior.

Comentarios como ja haviamos abordadproporemossituacdes didaticas, e no
decorrer de cada fasda TSD, identificaremosqual tipo de raciocinio tem a maior
probabilidade deocorréncia, por exemplo, com relacdo a esse tipo de raciocinio intuitivo,
intuicdo afirmativa esperamos que na dialética da acdo o sujeito manifeste esse tipo de
intuicdo, afirmativa visto que a acdo é a fase que o aluno entra inicialmentergato con
0 objeto de estudo.rEaq inferimos que nesse momentte acordo com a perspectiva de
(FISCHBEIN,1987) o aluno crie suas conjecturas, formule algumas ideias, isso sem perceber
anecessidade de uma prova formal, como define essa categoria intuitiva.

Intuicbesconjecturaisque dizem respeito a determinadas declaracdes sobre eventos
futuros, ou sobre o curso e a evolugcédo de certo fenbmeno. Tal conjectura é uma intuicao
guando associada a um elemento de natureza privada e subjethegaposuem elementos
proximos da solucdo de modo exid (identificavel), todavia, ndo envolvidos diretamente
no plano ou estratégia de efetiva solucéo.

Comentarios:na sequéncia proposta na TSD, temos apés a agdo, a formuacéao,

modo que o sujefo se debrucardessa etapgaradesenvolver suas conjecturas de modo
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analitico, visto que na fase anterior, ele sé utilizou a ferramenta Geo®@spegionada pelo
aspecto visual. gorg ele mediado pela fase anterior, em que 0 mesmo apenas acreuitava,
seja, s6 molizava um sentimento de certezeessa dialética, ele percebera a necessidade de
mostrar que ha uma ggosta para as suas conjecturaest® isso, inferimos que a
probabilidade de ocorrer nesse momentoiiacao conjecturagl visto que de acordo com
Fischbein (1987), ele toma consciéncia do que deve ser realizado para chegar a solucéo,
lembrando que apenas ele tom@nsciéncia mas ainda nesse momento ndo encontrou a
solucéo do problema.

Intuicdes antecipatérias envolvem a resolucdo pmglinar ¢ um problema,que
envolvem a manifestacdo da aceitacdo preliminar dendietmifo fato ou propriedade auto
evidente. A intuicbes antecipatoriasurgem como descobertas, como a solucdo de um
problema, de modo tacito e repentinonsequéncide umesforco de investigacaoditativo
de uma mudanca de estagognitivo mais elevado.

Em relacdo a classe dduicdes antecipatoriggFISCHBEIN, 1987, p. 63) acrescenta
gue fiexiste, de modo geral, certo grdeu de
controle analitico externo. A confrontacdo entre uma certeza intrinseca e uma demanda
externa que impde a verificacdo pode produzir situacdes psicoldgsceszes conflitivago .
Diferentemente das classes de intuicdes anteriotesuysde manifesicdo ou ocorréncia das
intuicdes antecipatériaé o contexto da resolucédo de um problema.

Reparemos, todavia, que os dados de um problema especifico podem ser ou nao,
determinantes em sua manifestacdo. Com efeito, as conclusées que seguem, com origem em
momentos iluminatérios chamadas de intuicbes antecipatériasio sdo equivocadamente e
especial mente condicionadas por dados de u
mai or grau pessoal de seguran- a, atpi @4udes
Por fim, c& modo sistematico, o autor prop6e acdedo que mostramos na figura.11l
Podemos falar agora de intuicbes no ettt da resolucéo de problemas.

Comentarios percebese que na acéo o aluno cria suas conjecturas, na formulacédo ele
estalelece uma possivel ideia de solugdo para o problema, e salientando ainda que nesses
momentos 0s sujeitos criam em cada fase uma conclusdo, mediada poacg®inios
Portantg a préxima etapa é a validacdo, que consiste em o aluno apresentar de matio for
uma solucdo matematica para o problema, ou seja, por meio da confrontacdo do resultado
obtido na acdo e na formulagdo. Com jgsamdemos inferir que 0 mesmo desenvolve uma

intuicdo antecipatoriapu seja, o aluno ja se encontra com a solug¢éo do prablem
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Figura 11- Classificagdo proposta por Fischbein

ground semantic
(basic, common) affirmatory < relational

individual inferential

conjectural lay
expert
anticipatory

problem
solving .
conclusive

Fonte: (FISCHBEIN, 1987, p. 64)

Por outro lado, a classificacdo/descricdo de modo hierarquico, na acepcdo de
(FISCHBEIN, 1987), permite extrair implicacdes e aplicacdes diferenciadasontexto do
ensino daAnalise Complexa

Realizandoagora,um olhar pormenorizado sobre a complementariedade dessas duas
teorias, podemos inferir q@eTSD nos permite compreender o procesmteracdes sociais,
que ocorren dentro do contextala sala de ala e, desse modoessa metodologia de ensino
nos possibilita a apropriagdo do conhecimento matematico de formg@nmgisa, com isso
possibilitandonovas adaptacdes ao processo de aprendiza@mnoutro lado a teoria das
categorias intuitivas nos pob#ita compreender de modo mais cognitivo os tipos de
manifestacfedesenvolvidos pelos alunos.

Sendo assimpara que possamos organizar 0 meio, 0s tipos de instrumentos que
utilizaremospara recolher os dados de nosso estadmomo fazer uso de tais f@mentas,
apresentaremoao leitor a metodologia de pesquisa na gsafa utilizadaa Engenharia
DidaticaED, em gue se descrevens momentos atinentes a cada fase dessa texmsin
comq o que pretendemos em cada momerggsaltando a complementate que arSD
possui com essa metodologia. Isto porque, seguAdTIGUE, 1988), como a TSD esta
voltada a um campo egpmental,podem setrabalhadas juntas, tendaeya TSD serviréle
base a ED, em que ambas estdo preocupadas em construir uma tepoasgoeediaras

situagdes envolvidas.
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2.3Metodologia @ PesquisaEngenharia Didéatica

Segundo(ARTIGUE, 1996, a Engenharia Didatica vista como metodologia de
pesquisaé caracterizada por um esquemgerimentaho contextode sala de aulague se
desenvolvepor meio de situacdes daticas que sdo baseadas na observacdo, na concepcao,
na realizago e na arége de sequiias de ensind.embramos qUEARTIGUE, 1996 p. 243)

relata que:

A nocdo de Engenharia Didatica emergiu em Didaticavideematicano
inicio dos anos 1980. E trase declassificar por este termo unf@arma de
trabalho didatico; compavel ao do engenheiro que, pegalizar um projeto
precisq se apodia sobre um conjunto denhecimentos cientificos do seu
dominio, aceitaes submeter a umontrole do tipo cientifico, maap mesmo
tempo, se encontrabrigado a trabalhar sobre objetogsisncomplexos do
gue os objetodepurados pela ciéncia e, assim seugbpraticamente, com
todos osmeios pelos quais ele dp mesmo os pblemas ainda nado
considerados pela ciéncia. (tradugdo nossa).

A autora ainda enfatiza sobre a organizacdo da Engenharia Didatica, em termos de
variaveis di@ticasenvolvidagARTIGUE, 1988, p. 286¢xplica que:

[...] de acordo com a importdncia assumida, no decorrer da realizacdo
didéatica envolvida na pesquisa, a ED se distingue em dois momentos ou dois
niveis: a micreengenharia e a macemngenharia, a primeira corresponde em
analisar aspectos locaisdesse modo sdo mais faceissgeanalisadaja a
segunda baseada em uma éigé global,em queenvolve toda uma maior
complexidade decorrente em situac@essala de aulaisto é;levam em
consideracdo todas afificuldades metodolégicas e institucionajue se
apresentg@omo entravegtradugcdo nossa).
Temos quepor se tratar @ uma particularidade locahpsso estudo se estrutura em
aspectos predominantes de umaro-engenhariacujo interessse direciona particularmente
aos dados recadiltos naexperimentacdoas sequéncias densinosobre a série de Laurent,
desenvolvidagm sala de aula
Segundo a autoraa ED se caracteriza também, em relagdmutros tipos de
metodologiascom respeito a seu carater de experimentacédo, auwep de suas principais
caracteristicas reside no fato de que para validar as hipoteses levantadas, basta amfrontar
dadosentre as aniéses goriori e a anise aposteriori.
De modo resumidoa Engenharia Didaticase divide em quatro faselstintas que
detalhaemos a segujrassim compo que iremos realizar em cada momento

Fase I Analises preliminares.



47

(ARTIGUE, 1 99 6, p . 249) explica que fAem uma
fase de concepcgéo se efetua aom®aa sobre um quadneodrico didatico geral e sobos
conhecimentos didaticos adquiridos ema@eldminio de est d oP.osio isso, destaamos a
relacdo desse momento em nosso estudo.

Comentarios:com respeito a essa fase, realizamosCagpituo 3 uma consultanos
livros de AG comfoco nasérie de Laurenipois nosso objetivo € compreender o sistema de
ensino, como o0s autores abordam tal conte(moa que assim possamos entender as
dificuldades que remetem ao ensino desse objeto matematitrgvés desse estudo, nos
propomos a elaboraras situagbes com base nesses entraves indicados nessa fase. Por isso,
salientamos a importancia da realizacdo dessa fase em nosso estudo, pois afinal, € de extreme
necessidade que todo pesquisador saiba @saigrincipais problemas guenvolvem seu
objeto de estudo.

Ainda nessa fas@éremos realizar algumas s#rbes para que possamos coespder
quais conhecimentos prévios o aluno traz consigo, monesse chamadpor (ARTIGUE,

1988) deconcepcés dos alunosEsse momento € importante taéniy, pois nos ajuda a
entender quaigdificuldades marcam sua evoluc@a@ara o0 processo que nomeamos por
Transicdo Complexa do Céalcul@iracos cognitivos dos sujeifpssalientamos que esse
momento se encontra emexo.

Fase 2 Analisea priori

Nesta fase(ARTIGUE, 1 9 9 6 , p . 255) orient decisho@de fn o
agir sobrecertonimero de varigeis do sistema ou variaveis deo ma n d cajidveisAls
comandosao as pertingas aoproblema objetivado. Comma preocupgio operacional, ela
distinguevariaveis macrodidaticase variaveis micredidaticas As primeiras concernem a
organizagdo globata engenharia, enquanto que \agiaveis micro-didaticas ou locais
concernenaorganizaégo local da engenharia, isto&prganizacao de unsaquéncia didatica
(séance) ou de uma fagsBRTIGUE, 1996, p. 258) explica que

O objetivo da analise priori é de determinar de que modsescolhaslas
variaveis que assumimos como pertinenpesmiem controlare preveros
comportamentos dos estudantes e samtido. Para tantoas hipoteses
levantadasesdo validadapor meiodo confronto entra analise griori e a
posteriori.(tradugéo nossa).

Comentarios: Nessa etapanos apoiamossobre alguns elementos divisados e

destacados na etapaalglise preliminarpu sejadiante do quadro de entraves destacado na



48

fase anterior, realizamos nessa faseo planejamento das situa¢gfes didaticas gegio
aplicadama fase seguinteSeradetaltando ao leitor o que pretendemos em cstleacdo, o
que o aluno pode vt manifestarde modoque essa faseonsisteem descrever as @dhas
das variaveis didaticas e elaboear situacfes didicasem que iremogprever ospossiveis
comportamentoslos alunos, procurandonostrar de que forma analise efetuada permite
controlar o sentido desses comportamentos.

Fase 3 Experimentacéo
Observe que na primeira fase, realizamos uma consultevrassde AC,identificando

alguns problmas noensinode AC. En seguidana segunda faseealizamos o planejamento

das situacdes didaticas que irenapdicar, onde enfatizamogjue o panejamento € efetuado
medianteo quadro de problemas apontados na consulta dos livros de AC. Logo em seguida,
feito todo esse preparatorio teérico, podemos entdo partir para a terceiraafase,
experimentacdo, que segundARTIGUE, 1988) é uma fase classica. Segundo
(ALMOULOUD, 2014, esta fase conges na aplicacdo da sequeda didatica tendo como
pressupostos amentar os objetivos e condi¢cdes ddizagdo da pesquisa, estabelecendo
contrato didatico e registrands observacgdes feitas durante a experimentacao.

Segundo (ARTIGUE, 1988), os dados que sé&o recolhidos nesse momento de
experimentacdo, sapor vezes complementados poretodologias externas, tais como
entrevistagseja ela em grupos ou de modo individugl)estionarios, registrate imagens e
producdes realizadas pelos alunesitre outros meiosSalientamos que esses serdo 0s
instrumentogjue iremos utilizar para recolher os dados necessarios para 0 nosso estudo.

Comentarios:Nesta faseealizanosa olservacdo dos alunos ao longo das aplicacdes
das sequéncias densino estruturadas ao longo das fadekiticas proposta pela TSD
ancoradas enuma perspectiva de complementaridaden a teoria dgFISCHBEIN, 1987)
como ja discutimos anteriormente a adequacdo dessas.t8ena® assinpara a realizacao
sistematica dss fase utilizamos momentos distintos de uso dagevistas semastruturadas
no decorrer das sessdes de ensino dos conteudos pela media§ép da

Fase 4 Analisea posteriorie validacéo.

Segundo(ARTIGUE, 1988), essa fase consiste na interpretalg@dadogproducao
escrita registrode imagns verbalizacdo dos sujeitpprodwidos pelos alunos, recolhidos n
decorrer da experimentacdoOs dados foram obtidos a partir da aplicacdo tdesfas
estruturadasna perspectiva das fundamentacoedritas apresentadaanteriormente em

entrevistasami-estruturadasaplicadas de modo individual
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Comentérioso objetivo essa fase é confrontas hipéteses que haviamos definido no
ato do plangmento das situacdes didatieaapdso recolhimentalos dadosinterpretaemos
para que possamealidar nosso estudo.

A seguir, no Capiulo 3, apresent@mmos ao leitor o detalhamentalas analises
preliminares é resultadala constru¢éo da génese historica do nosso objeto materbético,
comoa consulta realizada em algunsdis de AC, ma especificamente série de Laurent.
O objetivo, como ja foi mencionado de modo mais detalhaddptérum suporte tedrico pa

a elaboracéo damssas situacdes didaticas.
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CAPITULO 3 i ANALISES PRELIMINARES DA ENGENHARIA DIDATI CA

Este Capitulocorsiste da primeira fase previstaadengenharia didatica. Nela
realizaemosum estudo sobre génese histérica envolven@AC, mais espeificamente, a
série de Laurent.45a abordagetem como objetivacompreendea estrutura atual dasino
e seus afitog bem como suaslimitagBes para o usdidatico. Realizamos tambémyuma
consultade livros ddaticosde AC sobre a série de Lauremm que tencionamos verificar a
abordagem que esses autdragem a respeito do nosso objeto matematico

Iniciamos a seguir, fazendo uma abordagdeistérica da AC.

3.1Um Olhar Para o Contexto Histérico da Analisentplexa

Com origem no trecho indicad® seguirpor (BOTAZZINNI, 1986) divisamos o
edadio de evolucada disciplina deAC. Dentre osnsignesmatematicos indicados por este
autor, encontramos o nome de Pierre Laurent. Vale acrescentar, todavia, que a nomenclatura
atual, que encontramos nos compéndios espedals, relativamente ao termo funcgdes
holomorfas foi introduzida por Briot and Bauet (1875), e ainda continua sendo usado
hodiernamente (BOTAZZINNI, 1986, p. 162).

Cauchy, conjuntamente com matematicos, tais como Liouville, Laurent, Puiseux e
Hermite, coloboraram no momento de efervescéncia da pesquisa que, rapidamente
partiu de nog¢8s instrumentais e heuristicas, envolvendo o uso das unidades
imaginarias, para a formacdo de uma teoria completa sobre fun¢des holomorfas.
(BOTAZZINNI, 1986, p. 162)

Entretanto, cabe o entendimento de elementos importantes queud@mstid estadio
de nascedouro dAC. Nese sentido, observamos a figul2a seguiy que trazum primeiro
manuscrito que envolve a ideia de representacdo geomeétrica de unidades imaginarias. Em
1806, em Genebra, Jean Robert Argand publicava um método para representacgio de tai
unidades (GULLBERG, 1997 Ineditismo se caracterizoupela publicacdo, de modo
i ndependent e, dos trabal hos de Wessel e Ar
pl anoo foi ut i,lpar Caal Brizdericip Gans@VIERKER, 4999, 8. 1) acentu
gue o surgimento dos niameros complexos, na Italia, no século XV, ocorreu por intermédio de

um milagre quandada resolucéo de equacdes algébricas.
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Figura 12- Publicagdo de Jean Robert Argand em 1806.

P =4+31
P3= —2-5i
>
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SUR UNE MANIERE
DE BREPRESENTER
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GEOMETRIQUES.
Py S i
A PARIS
Title page of Argand’s work on geometric
P representation of imaginary numbers. From
™. D CCC. VL an 1874 facsimile (Gauthier-Villars, Paris) .

Fonte: (GULLBERG,1997, p. 88)

Na figural2, obsevamos  lado direito, uma representacdo sugepdbp proprio
Gauss, publicadaum livro da editora france$zauthier Villards As ideias de Argandcomo
tempo, produziram influg&ia em véarios outros campos da Matema(iGiLLBERG, 1997)
recorda o casdo Calculo Vetorial e das ideias em Mecanica. Na fi@éra seguirtrazemos
a capa da obra produzida pdohn Warrren, em 1828, intituladereatise of Geometric
Representation of the Square Roots of Negative Numbeysalserviude inspiragagara o
matematicoirlandés, John Warrren.

Figura 13- Trabalho de John Warren, em 1828, inspirado nos trabalhos de J. R. Argand.
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Fonte: (GULLBERG,1997, p. 600Q)

Em estreita ligagdo com a Analise Infinitesimal, a andlise circunatalecfuncdes na

varidvel real concentrosse nos séculos XVII e XVIII, em relacdo a certas funcdes
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elementares (MERKER, 1999, p. D.matematico Lenhard Eulerfoi o responsavel pela
primeira sistematizacade, em sua obra intituladimtroduction a L"Analyse des Infinimie
Petit.

Do ponto de vista histérico, o que hofeamamos de Analise Complexa neaflemia,

apresenta seus rudimentos em 1545, com abordagem de Cardano. Conhecemos bem a histori

envolvendo o trato pouco preciso com entidades conceituais simbolizad2as «do?l, por
exemplo. Por outro lado,(NEEDHAM, 2000, p. 2) acrescenta queeibniz, em 1702,
descreveu o simbolb como sendo a raiz quadrada-de

Até o ano de 1770, matematicos corkmler, grafaram o seguinte resultado

J-2/ 3 ¢6 (BOTTAZZINI, 1976. Dessa maneira, a questdo relativa ao significado de
um namero complexo permaneceu, por muito tempo, incomodando os matematicos da época.
Um pouco mai s t ali, dessel, Argad e S&Issuréconhedekam que um
namero complexo forneceria uma representacdo simples, concreta como pontos (ou vetores)
no pl MEEDBHAM, (2000, p. 2). Nesse sentido,figura 14 a seguir apresentaais

representacoes.

Figura 14- Cauchydefini numeros imaginarios em seu liv@ours d”Analyiseem 1821.

[a]

Fonte: (GRAY, 2015, p. 63)

Com relacéo digura 17, (GRAY, 2015, p. 63)afirma que Cauchy em ssuivros
Cours d”Analyisede 1821, definiu um nimero imaginario coma++/ 1 ¢, onde a, £ s&o

guantidades reai s. Por ®m, assumindo que t ¢
desenvolveu cerca de 55 paginas para definir operacdes aritméticas e, sobre elas, estabelece
suas prp r i e d(GRA¥,2@15, p. 63).
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A existéncia de controvérsias evidenciadas por Cauchy e as armadilhas naturais em
qualquer teoria ingénuaabor dagem f or mal . sCficiemte substituit o ,
nameros Rais por numero€omplexos, ou Variaveis Reais pela \ael Complexa, em
férmulas guando se fazia necess8rioo (GRAY,
necesss8rio, com o tempo, Auma compreens«o |
da funcao f (x) para a funcdof (x+iy). Evidentemente, este ndo era o Unico problema
colocado em nivel geral, simplesmente, escrevemostiy) #(x,y) &) i dgy)(, onde a
funcdog(y) éarbitraridm ( GRAY, 2015, p, 63).

Ainda, de algum modo ncaminho sedutor devestigacao, existia uma unica resposta
correta para a maior parte das funcdes conhecidascdano as funcdes exponenciais e
trigonométricas. ®davia, no contexto da passagem para a VariAve@m@exa, as
propriedades se mostraram radicalmente diferentes.

Dessa formaGRAY, 2015, p. 63 64) comentaue:

Cauchy procedeu cuidadosamente. Ele definiu conceitos na varidvel imaginaria e
limite imaginario, introduziu simbolos especie(ié)) para denotar qualquer valor

assumido por fungs multi-valores Para certas funcdes definidas por séries de
poténcias, ele concluiu ser suficiente a substituicdo da variavel real x pela variavel
complexa X+ 1y, porém, ndo sem um grande e cuidadoso trabalho. Ele definiu,

primeiramate, fungbes de valores imaginarios na variavel real, e ampliou certos
teoremas ja demonstrados Gmurs d’analyse Cauchy demonstrou que a série

geométrica com termos imaginarios € convergente quahzl(ﬁl, pela

consideracdo de pards séries reais e, acentuou que sua soma correspondia a uma
fun-«o0o cont2nua de 6z©6 num dado interval
teste de convergéncia e demonstrou o teorema binomial para o caso complexo, até o
momento em que questdes relacidas com fungBes muktalores foram
confrontadas. Ele respondeu algumas das questdes e descreveu uma série de
expansfes em séries de poténcias

Apesar de extenso, o trecho anterior envolve algumas ideigeepeevamos atencéo
especial no decorr@o estudo. Primeiro, segundo as consideragdes de Gray, vale registrar a
manifestacbes de incongruéncias logicas e falacias, num terreno tedrico em construcdo e
poum dominado a época de Cauchy.ségundo, o pensamento natural e sedufoe
influenciou, em techos do seu trabalho, o pensamento envolvendo a passagem da variavel
real para a variavel complexa que, em muitos exemplos, se mostrou problematico.

Em relacdo a tal pensamen(GRAY, 2 0 1 5, p . 64) acentua ai

estendetwseu procedimentpor simples analogia para qualquer fungd@) representada por

uma seérie de poténcias convergente, tomando em consideracéo a flangéé_-ly) e, por
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intermédio da série imaginari@orrespondente(no caso em que congs com a

c onver gPan outoalado,. permaneceu obscusm seu trabalhoalgumas dessas
passagen® o dilema de como definir e fundamentar um estudo de fun¢des gerais imaginarias
na variavel imaginariaexigiramainda algumas décadas de estudo.

BOTAZZINNI (1986, p. 162) comenwndague f@Auma das pri meira
estudo da teoridas funcde$oi devida ao engenheiro Pierre A. Laurent (1811854), que se
inspirou no trabalho de Cauchy sobre o calculo de limites e expansao em sériek48, 1 8
Laurent apresentou Academia umpaper sobre a representacdo em series, relativamente a
uma funcdo holomorfa, num interior de um anel. Istowéma regido limitada por dois
circulos conéntricos, em torno do ponto, a série @eneralizad de certa maneira, de modo
queaparecem poténcias negativas da variavel complex@o(z- o' .

(BOTAZZINNI, 1986, p. 162) assinakindaq u e Sgleralatério para a Academia,

Cauchy inicialmente recordou seu proprio temsesobre o assunto e, entdo, enunciou o

teorema de Laurent, da seguinte fodnta

Se designarmo® x 6 como sendo real ou vari §
fun-«o real ou i magin8ria de 6x6 pod
em termos de séries convemges. Sendo uma das séries integrais de
potencias crescentes de O6x6 e outra
m-dul o de O0x06 assume valores entre c
derivada permanece finita e continudgCAUCHY, 1843, apud
BOTAZZINNI, 1989.

(BOTAZZINNI, 1 9 8 6, p . 163) acentua que nde f al

do teorema de Cauchy, Laurent mostrou que se uma fuh8a= f(x ty) for holomorfa,

numa regido anelar, de centro c, sera representavel de foroaa gor meio de uma série

+ o

indicada pog a,(z- c) 6 (BOTAZZINNI, 1986)comentagjue o propricCauchy admitiu que

fla extens«o forneci da p e érie, ddvidaoao esenlor Ldwaentc o n
aparece de modo bem scritgderauchy,aaddniula propasta pona n u
Laurent, surge numa obra intitulaBaercices de Mathematique=m 1826.

Ademais, o0 mesmo resultado pode ser imediatamente derivado, a partir do teorema da
integral, na regido anelar, que aparece aindaw@tra publicacdo de Cauchy, no ano 8841
na obra intituladaExercices d"AnalyseBotazzinni (1986, p. 163)essalta o argumento

imediato que conduz a férmula de Laurent, expressa por
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f(c):%r"if(c 4re“7)dq’

para uma funcdo com quantidade finie dkescontinuidades, juntamente com sua derivada,
numa regiao anelar.

Merker (1999, p. 1) explica que

A Analise Complexa foi contemporanea da constituicio do conceito abstrato de
funcdo numérica e que suscitou a invencdo de variedades diéeiaciou
superficies de Riemann associadas a funcdes multiformes. Através da Histéria, a
busca pela fundamentaca@pme surge a0 mesmo tempo em que a mesma se livra das
ligacdes iniciais provisérias e concretas, que concorrem para trandfommana
teoriaabstrata, que constitui ao mesmo tempo, sistema e analise.

E, um pouco mais adiante, escreve ainda que:

Os sistemas fundamentais que concorrem @odaimentos das Ciéncias exadds
consubstanciados por meio de grandes manuais antigos, envolvendoasiste
conceptuais, e de razbes que determinam novos meios de exposicdo que, em muitos
casos, podem ser reduzidos a determinadas contradicdes e improbalidades, que se
revelam nos modos de exposicdo dos modelos anteriores. E, portanto, a anélise de
diversas ljacdes entre os conceitos matematicos e na fecundideigieoco entre
Anadlise e Geometria que se torna necesdarszar a fonte do desenvolvimento da
Analise Complexa.

Ora, alguns matematicos enfatizaram osdados na relativa passagem dariavel
Real para a Variavel @nplexa. Por exempldGRAY, 2015, p. 60) recorda que a obra
Mémoire de Cauchy, era dividida em duasThepart e
equations that authorise the passagem from the real to the imaginafequacdes que
permitem a passagem do real para o imaginario).

Gray (2015, p. 60)nencionaa equacaa seguir:

ey 2 8y M
hg O 1y g g\/)
Wz "

s

De acordo com Cauchyp o d e ser diretamente ver i f|

di ferencia-«00. Segunudas eqGaciesysM(OCR «/cHNys 3,c on s i

ngf () 0 g mig)
de & mx P

(4 M

f(y)=P' « " e, por intermédio ., obteve
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H_S:_“U’_Tu:_\/, onde S= P'M _P'_N’ ] :P'M _P"_N’ T:P'M _P"ﬂ’
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De acordo com Cauchpada mais precisa ser feito, excetuasd@omo as equacoes

H_Sz_llU’_Tle_V podem ser wusadas. No caso particular, Cauchy tomou
Hz B 4 X
ﬂ eﬁ: _B Ora’

2 Mz M
temos aqui as equacdes de CadRigmann, escritas pela primeira vez por d”Alembert em

M (X, z)= X, N(X,z) =z para concluir a seguinte igualda#eli:
MX

seu celebrado estudssai d"une nouvelle théorie de la résistence des fl(iFER).

Com isso,encerramos uma incursdo quasrpermitiuum entendimento da evolucéo
de alguns tépicos da AGua relevada se revela, na medida em gudicam obstaculos
enfrentados pelos matetitds profissionais no passadgye podem vir a ser revelados e
proporcionar entraves aos estudantes, lmemo, para o professoN&o obstantegssa
abordagem historica, realizada anteriorragnbdemos compreender gs@ofortes os tracos
analiticos existentes para representar a teoria da AC, assim como, alguns topicasedessa
por exemplo, série de Launte Desse modogxtraimos com origem da discusséo antewor,
necessidade de unabordagem geomeétrica no sentido de proporcionar/apdeling dos
matematicos que trabalhavam nos fundamentos desta teoria.

Dessa forma, seguindis pressupostos assumidas analises preliminargsrevista
pelaED, passaremos a desenvolver um interesse por stdaglem nos compéndios atu#is.
seguir, por meio de consultam algundivros didaticos, compreendanoscomo os autores

abordam nosso objeto matematico.
3.2 Estudo Didatico Do Objeto Matematico Em Livros Didaticos

Nessa secao, seguindo a sistematizacao prevista por uma ED, tendo em vista um
melhor entendimento do ensino atual do contedudo de nosso interesse, apresentamos uma
consultade livrosdidaticos afetac pela perspectiva dAI(VES, 2011), no que concerne ao
estudo e identificacdo dos elementos de transicdo e elememtgeuda, todaviano contexto
daTCC.

3.2.1Escolhase Justificativas Para Umaconsultade Livros didaticos
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Segundo (ALMOULOUD, 2014 assinala que, no interior da consideracdo da
organizacédo didatica do conteudo matematico de interesse, identificamiosuitade livros
didaticos. Em nosso caso, no extenso rot@mpéndioga literatura pertinente, identificada
no Brasil, podemos menaiar (ALMEIDA, 2003; CECILIA & BERNADEZ, 2008;
SOARES, 2014; SHOKRANIAN, 2011) e no ExtericdNDREESCU & ANDRICA, 2006;
CONWAY, 1978; CURTISS, 1978; FLANIGAN, 1972; GONG, 2001; GREENE &
KRANTZ, 2006 HANN, 1994; YAGLOM, 1068; NEEDHAM, 20000LARIU, 2002;
POLYA & LATTA, 1974, SCHWERDTFEGER, 1979SPEGEL et all, 2009; WILDE,
2006), assumimos interesse particular pelo seguintaitongde autoresSOARES(2014)
LINS NETO (1993) A escolha desses compéndgesdeveao fato deserem os livros bases
trabalhadosio curso de licenciatura em Matematina, IFCE pelo docente da disciplina de

Variavel Complexa.

3.2.2Soares (2014)

Para o inicio de nossas dissdes, encontramos em (SOARR814, p. 16)que
explica a necessidade da demarcacao de determinadosa®medldgicos necessarios para
0 estud do Calculo de funcdes de uma Variaveantplexa. Nesse sentido, menciona que
Afesclarecemos que a abordagem aptesewrbadda O
ainda sugere direcionasua atencdo para um mit mais interessado e, nesse caso,
acrescentamos qaele cujas predilecdes giram em torno dos aspectos formalizantes e
estruturais, procurar outros manuscritos e indica os livros de Elon Lages Lima.

Seguindo o roteircstandardde descricdo e formulacdo definicbes, $OARES,
2014) formula os elementos béasicos e preliminares de certas nocdes topbldgittsas

quais destacamos: disco aberto de réi@ centro z,, indicando pob(z,, &, 0 conjunto
formado pels pontosi que satisfaema condicdo®x ¢ S ¢BTambém, unDisco fechado

de raio®de centroz,, indicado porB(zo, a, éo conjuntoB(zo, a) formado pelos pontas
que satisfazem eondic®: @ & S «BPontos de frorgira do discoB(zo, a), denotados por

uB(zo, a) consiste precisamente dos ponoe esti@ distanciadde ¢ 8Um Conjunto’Y é

* Referese a area de estudo voltado a estudar propriedades nos espacos topolégicos e as funcdes

continuas.
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dito ser aberto se quando for paraalquer pontod’Q d"Yhé possivelencontrar um real
positivo & tal que o disco de centr@ e raio ¢ esteja inteiramente contido efit Um
Conjunto’Yé dito ser fechadquando o seu complementar ¢ ahdsim Conjunto’Yno plano

é limitado quando existe um ndmero @D Ytal queds Y. Pontos de acumulagdo de um
conjuntoYocorremaquandoparaqualquer que sej@ o discoO A contém pelo menos
um ponto déYdistinto de¢8

Ora, um elemento que se evidencia, diferentementeatttulo uma Variavel CUV,
diz respeito ao aumento dimensional dos conceitos formulados, o que pode atuar como
elemento de ruptur@ALVES, 2011). Dessa forma, um cuidado adicional € exigido, posto que
Aa habi kcoder deemodbdivre no plano desadeia em nds um grau de liberdade
visual que permaneceu dormente tdo prolongadamente quando nos restringimos a analise dos
nYamer os reai s em seu comportamento numa pr
377).

N&o obstante, a despeito da perspectiviNdE=DHAM, 2000, o trato dispensado por
(SOARES,2014), ndo produz nenhum indicativo das mudancas topoldgicas, tendo em vista a
topologia da reta. Pouco mais adianta, abordagenda nocdo de curva suav®. autoy
explica que a aplicacdajp© E descrevaim caminho suave, na medida em que sua derivada
seja continua em todos os pontos do intenzaid IR.

Nesse caso, a descricdo do caminbf) = (x(t), y(t)) =x(t) iy(t), relatada por
(SOARES,2014, p. 170 mesmgempregade modo implicib, 0 isomorfismo entre o plano
IR? e o plano complexn ndo explicado por tal autor. Reparemos, todavia, que a igualdade
anterior evidencia uma idéficacdo. Com efeito, (SOAREZ, 0 1 4 , p . 18) C 0 Me
curvanoplanea qual , por abuso de | inguagem, t am
caso, 0 arguméo anterior envolve, também, outra espécie de identificacdo, todavia, seu
arrimo se constitui partir da linguagem prépria dad#ematica.

Soares (2014, p. 18) indica os seguiliteges:

g(a)=im A0 =0 ¢ o) = jim

h>0 h<0

gb+h) - @)
. :

para deginar as derivadas laterais nos extremos de um intef@lg. Assinalamos tal

defini¢cdo, pois, nelas ainda vemmgressa a necessidade de considerar um sentido e diregéo

de aproximagdgosto que, no CUV, os alunos tem se famili@iizaom simbologias do tipo

0",0°, o que podemos identificar nos limites acima, quando escrevemos, por exemplo,
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g'(a) :r!irg g@a+ hr)] - @)_ Isto €, a manutencdo da simbologia no plano pode atuar como

elemento de transicao.

Em seguidaregistramosna figura b, o expediente empregado p&QARES,2014,
p. 207 21), da nocado de curva de Jordan, como sendo um caminho suave por partes, fechado
e simples.Agora enunciase de modoen passanto resultado esperado pelo Teorema de
Jordan, queprediz: uma curva de Jordan suave por pageslivide o plano IR*> em
exatamente dois abertos disjuntos, um deles limitado e o outro ilimitado, gemfi@nteira
comum desses doiae r t os . E, acrescenta fnesse resul
demonstracdo nada trivial e trabalhosa e exemplifica a diferenca entre desenho e

Mat em8ticado.

Figura 15- Representacéo de desenhos no plano a fim de significar a no¢éo de curvamle Jord

Fonte: (SOARES 2014, p. 21).

(SOARES 2014, p. 22) define um donif relativamente a um conjuntet ehse for
aberto e, daddois pontos quaisquer nele, existe um caminho, suave por partes, inteiramente
contido emU . (SOARES, 2014, p. 22) emprega termos metaféricos, quando explica que um
dominoU ® um conjunto aberto constitu2do de unm
Na introducéo das noc¢des de limite e continuid€®I®ARES,2014, p. 22) esclarece:

i Ne s sém, reea@damos brevemente alguns conceitos do Calculo, que
dizem respeito a aplicacdds: A- IR?, onde A é um subconjunto aberto

do plano. No que segue vamos considerar tais aplicacbes em termos das
vari 8véyé, 6k que as propriedades qu
proximidade entre pontos do plano e, assim sendo, a estrutura complexa do
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IR? é irrelevante. Além disso, por simplicidade, vamos considerar apenas
aplicacOes definidas®e subconjuntos abertos do pl

(SOARES, 2014, p. 22) manifesta cuidado na introducdo da nocado de limite, na

medida em que, recorre aos conceitos do CVV, para definir a nocdo de limite. Para tanto,

estabelece qu(e )Iir(n ) f(x y)=(a b, por meio ntacional e por intermédio da formulagéo
XYy (O, %

do modeloe- « Tal abordagem pode atuar como elemento de transicdo metodoldgica, na
medida em que, os estudantes reencontram notagstesladas numa etapa anterior.
Entretanto, assinalamos aswvitlas consideracdes, semelhancas e dessemelhancas, na
condicdo de definir o mesmo limite na variavel complexa. Nesta secdo, observamos que
(SOARES 2014, p. 22 23) nao faz nenhum apelo figural.

Com cuidado semelhant&§QARES 2014, p. 24) descreve dsfinicdes de derivadas
parciais, em relacdo as variaveis x eey pouco mais adiante, traz para o leitor alguns
pormenores sobre o teorema de Green. Todo esse aparato constitui uma preparacao para C
inicio da discusséo de funcfes na variavel complexa.

Posto isso, esclarece:

AA no-«o de fun-«o compl exracdoeda 20! ve
variaveis reais. Deafo, em linguagem corrente, uma fungdo complexa de
variavel complexa z € uma correspondénti@ue associa ao nimezraum

Unico nimero complexav, chamado a imagem de z pbér, w= f(2)o .
(SOARES, 2014, p. 34).

Pouco mais adiante, Soares assinala outra perspectiva de concebermos a funcgéo
anterior, na meida em que, consideranda=x 4y &) IR, vemos que o par
w=(u(x,y),v(x,y)) =u(x,y) iw(xy) f&y) IRF.Porexemplo, quando tomamos a fun¢io
f(2) = z 4+, ondec=a +b, 0 autor acentua que, tal expressao pode ser descrita ainda p
f(xy)y=(x+ay 9. Ademai s, vemos oque fia deslIR°out ur ¢
COrpo E, Ou seja, que torna um espago vetorial de dimensédo 1 sobre si mesmo, reserva
surpresas quanto a expressao das funcdes compiexagee r al 0. ( SOARES, 20

(SOARES, 2014)assinala a importancia de perspectivarmos fungcdes do tipo

f(2J=w2 H{ 2, como fungbes em duas varidveis reais, do tipo

f(x,y)=(u(x,y),v(x,y)) I IRR e, reciprocamente. Tal elemento, segundo aponiaok
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(ALVES, 2014), pode atuar como elemento de transicBQARES, 2014, p. 34) traz o
seguinte exempld (2) =Re(z) -Im(2) x ¥y (»x V¥ - (0. E, acentua que ndo conseguimos
expressar a funcao anterior do tiddz) =u(2 +\ 2 ou, melhor dizendo, em termala

vari 8vel compl exa 6z6. zOx dy,devé dparecer nasexpressad e ,

de f e ficamos com

) Z+2 Z-2
f(xX+i =X == .
(x+1y) Y 3 >

Isso vem do fato de qué é uma funcao de em si mesmo e, como espacwuetorial sobre
IR, tem di mens«o 20.

O argumento anterior, indicado por Soares, busca expressar que a apari¢cao, em geral
da variavel z= x -iy, independentemente de z, como variavel, rea expressdo dessas
fun-»es. E, comunica ao | eitor gue MAnNnoOSsSsoO
complexas nas quais a variduet x -iy ndo intervém, isto é, que ndo dependezdex -iy.

Uma condicdo para quisto ocorra é dada pelas chamadas Condi¢Ges de CRucleyma n n 0
(SOARES, 2014, p. 35).

Posto isso, assinalamos a preocupacdo didaticaS@ARES, 2014, p. 35), na
introducdo da nocdo de limite e continuidade. Com efeito, o autor traduz a definicao
correpondente para funcbes em duas variaveis, para o caso da variavel complexa. Dessa

forma, estabelece um significado para o simbotof(2) = w,. Ora, o expediente intuitivo,
z 3

gue apreciamos nos livros de CUV, pode ser constatado aqui, quamdooa decl ar a

linguagem corrente, isso quer dizer du’léz)- V\6| fica tdo pequeno quanto geeira desde

que z esteja suficientemente proximo dgo . Pouco mais adun@nt e,

el emento de transi - «o0 A &sciomomplpxa sde sindlatesdo d o |

limite de uma funcgéo real de uma variavel real, pois tudo que necesséangxgsténcia de

uma distanciaema estrutura de corpoo ( SOARES, 2014
E, pouco mais adiante, acentuando ao leitor a similaridade com o caso real, descreve

as condicdes de continuidade de fungbes e adota a seguinte simbiolodie) = (7).
z 3
Pouco mais adiante, acentua que:

Aqui comeca a diferga entre aplicacbesf :A- IR® e funcoes
complexasf : A- [J . A razdo disse esta na estrutura multiplicativ& de
ausente emlR?. A derivada de uma funcéo real de uma variavel real no
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ponto fixo x, € definida como o limite do quociente de Newton

F(¥)- F00) _

lim ———= = f'(X,) . SobreE esse quociente tem sentido, ao passo
% X- X

que sobrelR? nao, ja que ndo podemos dividir vetores.
Logo na sequénciaSOARES 2014 p. 38), ao considerar um abedté E e um ponto

a N E,eafuncad®@ © E uma funcdo complexa. Se existir o limiien 1@2)- 1)
=%  Z-Z

esse

serd chamada derivada def (z) no pontozi A denotado po f'(z,). Aqui, registramos

um esfor¢co na abordagem &OARES,2014), no sentido de relacionar, comparar e justificar

semelhancas e dessemelhancas entre as duas respectivas definicdes de derivada das fungdes.
(SOARES, 2014, p. 39- 40) aborda, como de costume, propriedades elementares

relacionadas com a definicdo de derivacdo na variavel complexa. Nao obstante, discute as

relacbes de compatibilidade de Caugtigmann, com origem numa identificacdo dos

o

. _ : ._aa
nameros complexos da forma+bi com a seguinte matrlza% . Antes de
C a
prosseguirmos, cabe uma pequena digressao, com arrimo na perspeQQARES,2014,
p. 1). Com efeito, o autor evidencia o seguinte questionamento:

O que é um numero complE? O adjetivo complexo é infeliz, herdado de
épocas nas quais a abstracdo envolvida na compreensdo desses numeros era
elevada. Atualmente sabemos que o conceito de namero real exige igual
nivel de abstracdo equivalente e, para exemplificar isso, comecamos
trabalhando a mais basica ilustracdo que se pode dar aos numeros

complexos: a solugédo da equa(;,iﬁ)2 +1 =0 ou, que da no mesmo que
X?= 1,

(SOARES, 2014, p. l)indica apenasiuas saidas para a proposi¢cdo das solutées
equacao que mencionamos no excerto anterior. No primeiro caso, postulamos a existéncia de
um n¥mer o 0 ii’& 4gMas, nossagurides dasw,Zfaz apelo a linguagem da Algebra
Linear, escrevendo a condi¢ao

« o AL
22 232 -
g% 1

1-O: O
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~ . ao ~
Ora, fazendo as contas, a solucao pode ser mdmadazgqr 0 e que, Afgeometr

corresponde a rotacdo de um angulo r%orad no plano IR*, no sentidcanti-horaria
¢

(SOARES, 201, p. 2).

N&o prologaremos nossa discussdo em torno da abordagem matricGDARKES,

2014, p. 2 3). Todavia, acentuamos um importante questionamento: como podemos ver essa

o

. . a0 . . . .
rotacaoi :aEi 0 como um numero dentro de um conjunto quelenmgpconjuntoIR dos
¢

reais?

Constatamos, apenas, que o0 autor consegue descrever e desenvolver uma série de
propriedades matriciais que culmina seguintel e f i ni - «0: um M@AwKiAer 00
chamado de nuUero complexo, com as seguintes operacbes bem definidas:

4 -bdocad @& @& (b g+ 0 .
al +bi) «cl di 5 5 = a I (b i
@eb) tel &) o R 4@ L, (@8 ¢ O

: ., & -bocd d @&c_&d (ad by
(a|+b|) ?'(Cl d’i) (::% a gdg c %d+§c ac- bd (Cobd)l (ad b@|

Por fim, o argumento final ASOARES 2014, p. 4) consiste em constatar:

Vimos que fazer corresponder ao numesd IR a matriz diagonal

aa 0

a?) ndo introduziu nenhuma modificagdo no que diz respeito a soma e
a

ao produto. Por outro lado, com essa identificagio=i IO E
corresponde ao numero real. Logo, podemosBip| esment e omit

em al +bi e associai’ a - 1, lembrando sempre da férmula para soma e
para o produto de numeros complexos. Com isso em mente escrevemos

0 :{a ib| a,b I'II% mas, como o produto é comutativo, tentms=ib e
também podemos escrever um numero complexebi como a+ib.
Observe que somos levados naturalmente a coioeﬂ.

Ora, feita a pequena digressao sobre a introducao preliminar dos complexos por
Soares (2014), e sua descricdo matricial, comentaremos as equac¢fes deRamahy
discutidas por ele. Assim, tendo em vista a existéncia da derivada de uma fungéo

f(2) =u(x,y) H#v(X,y)no pontoz, = x, +y,, entdo teremos
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[ __M _u -V _
o o =06 ) e ﬁ%%) Xﬁ&w

Dai, SOARES, 2014, p. 43) recorda a identificagdo do complexe bi com uma

o

. . aa . ~ . .
matriz do tipo &% , argumentando ne seguidaque i ¢ o mfo é derivavel em
c a

z, = %, y,, temos que, considerandb como aplicacdo real, ela também é derivavel em
(%, ¥,) COM matriz jacobiana

apu

K H
ijx(xo’yo) M(Xo’ %)

B M '
@gmw) ¢%%)

Essa matriz representa entdo um compleymdanto ® da f or ma aci mao.
Ainda no contexto das propriedades da derivabilidade de funcdes na variavel

complexa, Soares (2014, p. 43) enuncia o0 seguinte teorema.
Teorema: Sejd@p © E , em qued L E aberto, f(z) = u(x,y) +v(X,y), uma funcdo

, MU pu Wopv ~ ]
complexa tal que as derivadas parugus,“—,“—.“— existem em A e sdo continuas no

HX Hy pX Hy

pontoz, = % 4y, I[A. Se as condigdes de CaudRigmann sdo satisfeitas em, entdof é
derivavel emz,,.

N&o apresentaremos aqui sua demonstragdo. Entret&@&\RES, 2014, p. 40)
proporciona ao leitor uma formulacdo alternativa das equacdes de CRiechgnn, na

medida em que obser\»a:%z ey :sz Logo, escrevendo
|

zZ+ 7
(2 ;

Z-z ..z 42 7 3
2 ) Mg

Dando continuidade, no que concerne a holomo#difudg¢des, com arrimo da Regra

f(@=ulx,y) Hv(x,y) ®©

de Cadeia, evidencia qu@(zo) =0 e, no caso de fungbes holomorfas, tendo em vista a
nz

existéncia da derivada em todos os pontos de seu dominio, aseqture A i SS 0O €S C |

afirmativa feita no inicio desscapitulo, de que uma funcéo é holomorfa quando nao depende

davariavelz0 . ( SOARES, 2014, p. 47).

Pouco mais adiante, enuncia o teorema de Loo+iventhof.
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Teorema: Send®@ © E , em qued - E continua e se as derivadas parciais de u e v

existem e satisfazem as condi¢cdes de Catibgnann em todos os pontos de A, enfaeé@

holomorfa em A. Salientamos que podemos encontrar a demonstracdo dexsa tem
Narasimhan (1985)

Dando continuidade SOARES,2014) desenvolve uma abordagstandardde certas
funcdes fundamentais em AC.

No capitulo 4, $OARES,2014 p.59 aborda a nocéo de séries. Diferentemente da
secao anterior, posto que o @uadota um expediente em relacionar, de modo explicito, os
conceitos de AC com o0s assuntos anteriores, na apresentacdo de Séries de numeros
complexos, nao identificamos possiveis relacdes com a nog¢do de Séries de numeros reais,
elemento que pode atuar comlemento de ruptura.

No quesegue0s critérios usuais, no contexto da variavel complsagio discutidos.

Dentre eles, acentuamos principio de Cauchycetéio da Comparacdo. Logo em seguida,
nosdeparamogom o assunto Séries de Poténcias. Na @éadgem de tal topico, evidenciamos

uma Unicaifjura, que divisamos logo a seguiom o objetivode explicar as argumentacdes
levadas a cabo em um teorema. Segue a tradicdo dos compéndios da area, ao descrever :
nocédo de raio de convergéndauma série dpoténcias. E, ao final do capitulo de séries de
poténcias, apresenta, como apéndice (SOARES, 2014, p. 90), a descricdo do raio de

convergéncia, com a seguinte descricéo

é 1 :
s————, se limsugfa,|, (
R:{ limsupy/|a,|
{2 se limsugfa,| =0

e respectiva demonstracdo. O elemento que pode proparaddiculdades aosstudantes

-

diz respeito aoprérequisitosoriginados em Analise Real, como ponto de aderéncia de uma
sequéncia, limite superior e limite inferior, posto que, os conteudos nem sempre se
apresentam em uma disciplina antes de AC.

Concenentemente a apresentacdo da Teoria de CaGeapytulo 5,(SOARES,2014,
p . 93) esclarece que ADi ferentemente das
representacao integral, isto é, podem ser dados nos pontos interiores a um disco fechado por
uma inegral ao longo de sua fronteira. Esse fato nos permitetabt@riedade de resultados
que validam a teoria das fun¢gfes holomorfas como uma das mais profundas, uteis e férteis de
toda a Matem8ticao. @er(SOARES,20fh4e m 93 nace nwosirane nt 8
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muito esclarecedor, sobretudo, ao cars8ter ¢
€, sl ilacdo poderia ser acrescilamaiores pormenores.

Chamanos atencéo para o seguinte resultado que trataremos com lema.

Lema: SejamY: E um doninio e f :U - [ uma funcdo holomorfa. Sé'(z)=0 em

todo pontozi U, entdof € uma funcao constante.

Demonstracda'SOARES 2014, p. 93).

Vale comentar queSOARES,2014 p. 93) emprega a nogdo de um domiMoE,
como um conjunto aberto, ndo vazio e tal que, dados dois pontos no conjunto, podemos
encontrar um caminho suave por partes que liga tais pontos. Por outro lado, enfatizamos os
argumentos assinalados por Soares, na demonstracdo do lema anteriemya@uem o
emprego de resultados conhecidos em Analise Real, ou Wo2ith a verificagdo da tese.

A definicdo da integral de uma funcéo, descrita por
b L
ff (2dz= _ Hg()) & di,
g

di spensando qual quer apel oagmuexsRiesempenng uma c e |
papel fundament al nessa SOARES,2014; p«3b)evoluiGuna , a
sentido se apoiandem propriedades operatorias e uma estrutura conhecida dos nameros
complexos, o que pode concorrer para a evolugdo derdlesr#e transicdo. Reconhecemos a
intencdo didatica desSOARES, 2014), na medida em aquglumbramos na figura6 a seguir

seu discurso que dpeaos argumentos heuristicos,sentido deeescrevea integral de linha

Nf (2)dz.
g

Figura 16- Descri¢do da integral de linha

Fonte: (SOARES 2014, p. 9.
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No Capitulo 6, SOARES,2014, p. 131) aborda a nocao de singularidades de fungdes
holomorfasna variavel complexaO autor recorda ao leitor a definicdo para uma funcgéo
holomorfa em que dizemos que um pombe uma singularidade isolada Wse existe um
discoO ¢fi , centrado emy tal que’Qé holomorfa em todo o disco, exceto pontodBO
autor mencionaindaque a formula da integral de Cauchy permite obter uma dascri
precisa do comportamento @@em torno de um tal ponto. Essa descricdo envolve o conceito
de série de Laurent, ou seja, uma generalizacaceme ¢e potdcias, uma vez que nela
aparecenpoténcias negativasCom essa abordagem feita de modo préviocacdo estudo
das singularidade® autor introduz o conceito de singularidade e, em seduadaos tipos de
singularidades existentes. E importante realizarmos seu estudo, pois ao estudar fungdes
holomorfas, podemos perceber que ha certos pontos qa@alitecidade ndo ocorre sendo
assim, surge a necessidade de um estudo acerca da singularidade existente, com isso, surgindc
a ideia da expads de Laurent, que além de definir poténcias de expoentes positivos, ainda
aborda poténcias negativas.

Em seguida, aborda expansao de Laurer{p.131) nosso objeto matematic®ara

tanto, inicia considerado os numeros reais,, 4 satisfazendat e um ndmero

complexo. Qaneld ¢’ ' é o conjunto abéw definido por

ot n anv ed X s " 8
Escrevemo$ i’ b para denotar o anel ilimitadd™ Eq’ ¥ s 8Dai, observamos
qued ¢frft é0 ¢ft \{a}. O anel fechad® ¢fi i é o conjunb fechado

o oft i avEd D 68 " ed it b AavEd @ s.

Em seguida vamos supor que tenhamos uma funcédo holori@rizefinida no anel
Ot F h'@p it F © eE8Fixemos um ponta™ 6 ¢ i e sejami Qi dois
nameros reais positivos satisfazerido i SoC I " 80lhemospara o anel fechado
0 ¢fi i . Sua fronteira é formada pelos circulos

[ O s i oer Y & g
Vamos utilizar a férmula da integral de Cauchy, pois tomemos um ponto interior, sendo
assim, é possivel descrever a fun§an torno deg8A integral de Cauchy é:

Qa —, —Quo

Com isso, vamos considerar inicialmergue a funcaoQu —— ¢é holomorfa no anel

O o F exceto no pontd@Assim sendo, isolamos o portiaonsiderando um disco nele
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centrado,0 0RO ¢nao @ ah t 6hcuja fronteira é o circulp hque orientamosio sentido

antirhorarig como podemos observar na figuraa seguir.

Figura 17- Representacéo do ponto no interior do anel

Fonte: (SOARES, 2014, p.132)

Vamos entdo considerar agora a regidao V formada pelos pontos intexibres
exteiores a’ e al . Sua fronteird «#é formada pelas trés curvas de Jordah ‘Q e,
dotando V & atle umaorientacao positivdemosque

To 7 1.
Como"Qu —— é holomorfa num aberto que contém V @&ho teorema de Cauchy nos

garante que sua integral é zero torno dese caminho, sendo assim, ficamos com:

it Q0 Qv ., —Qu

v

Mas por outro lado temos que,

s Qv QU Q0 QU Q0 QU QL QU

e, portanto
L Q0 Qu QU Qu . QU Qu
ou seja,
p Qu p Qb ., p QO
¢ QO (’;(QU ¢ Qo QQU ¢ Qo cijlB
De™Qad —_ —'QU obtemos a seguinte expressao:

Be — —00 — —Qu).






